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第 一 章 ” 模 、 子 模 与 商 模 


91.1 ж 


环 上 的 模 是 向 量 空间 与 阿 贝尔 群 的 推广 。 前 者 是 域 上 的 模 ， 
在 高 等 代数 课程 中 详细 介绍 过 。 后 者 则 是 整数 环 上 的 模 ， 在 近世 
代数 课程 中 曾 有 概述 。 | 

本 章 介 绍 模 及 其 子 结构 的 基本 概念 。 它们 的 初等 性 质 大 多 数 
都 是 从 它 的 两 个 特殊 来 源 中 移植 过 来 的 ， 所 以 听 起 来 并 不 感到 隔 
生 . 

如 无 特别 声明 ， 本 书 中 所 涉及 到 的 环 均 指 具有 乘法 单位 元 1 
的 台 么 环 , 通 常 以 大 写字 母 R,5,T жх. 

1.1.1 定义 令 尺 是 环 , 所 谓 右 R- 模 MM 指 的 是 这 样 一 种 代 


(1) (M, + ) 是 阿 贝 尔 群 ， 

(2) Ж (т, т) эте 所 确定 的 映射 M x R—M 满足 下 面 三 鼻 
律 Ym, m,m EM,r,r,r,, LER, 

(а) AR (mr,)r, =m (rir,)， 

(b) 分 配 律 (m,+m,)r =m,r +m, 

(с) AER mil =m. 

按照 上 述 定义 ,我们 指称 的 R- 模 实际 上 是 所 谓 的 么 模 或 酉 
模 , 满足 (a) , b), (O 三 算 律 的 映射 M x R_>M 称 作 模 的 纯 量 乘法 
或 外 乘法 ， 类 似 地 可 以 定义 左 Ю-1й SRA R- Міг Mr 
Ж: КА M WE „М, 把 左 5- 模 sM 与 右 R- 模 Ms 通过 混合 结合 
律 


s(mr) = (m)r, VsES,mEMrER 
联结 起 来 的 结构 称 作 S-R— 双 模 , 记 作 seMa，0x 1 3 EE M, 的 加 
群 的 零 元 ，0s 则 代表 环 R 的 加 群 的 零 元 ， 在 不 致 混淆 的 场合 , 它 
PIRLO RZ. BRER Ma 中 ,0wr =0w,m0r= 0y. 


$1.2 子 模 


在 研究 各 种 数学 结构 时 ,其 子 结 构 , 璧 如 子 群 、 子 空间 等 起 着 
重要 的 作用 ， 自 然 ,在 模 的 研究 中 , 子 模 亦 占有 重要 位 置 . 

1.2.1 EX MTE ARER Ms 的 子 模 , 如 果 关 于 Ma 的 
加 法 及 模 梁 法 ,4 自身 也 是 一 个 右 R- 模 .记号 A, Mi АМ) 
用 来 表示 44 是 M, 的 子 模 , 以 别 于 ACM. 后 者 仅 表示 集 论 意义 
上 的 包含 关系 ,同样 地 , AZM, —> AE M J E f AWM, 
<— 4 TEM 的 子 模 . 值得 注意 的 是 4А» М 并 不 意味 着 АЧМ, 

1.2.2 引 理 i AER М, 的 一 个 非 空子 集 ， 则 下 列 命题 等 
价 : | 
(1) AM, 
(2) A Æ M BJ УШЕН a € A,r € R=ar € А; 
(3) a,a,,a,C A,r € R=>a, +a, Є А,ағЄ A. 
证 明 留 作 练 习 . 
对 于 左 模 与 双 模 的 子 模 来 说 , 类 似 的 断 语 亦 真 . 
若 把 环 R 分 别 看 作 右 模 Ray* 左 模 „К 或 双 模 Res DA, 它们 
的 子 模 分 别 是 环 R 的 右 理 想 . 左 理想 或 双 面 理想 . 

И D 每 个 模 M 篆 有 两 个 平凡 子 模 0 及 M, 此 处 0: 表示 由 
М Жл 0м 构成 的 单元 素 子 模 {0x}. | 

(2) M, 的 任意 元 素 MAERA TIR 

mR = (mr|r ER}, 
(3) 整数 环 Z 的 每 个 理想 都 是 模 22 的 循环 子 模 。 
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(4) ЖК Æ, UIR 天 gx( 或 zk xK) 的 御 环 子 模 只 可 能 是 0 
与 这 两 个 平凡 子 模 。 

1. 2, 3 定义 

D i Me 称 作 循环 的 ,如 果 它 与 它 的 某 循环 子 模 重 合 , 亦 即 

Jm C MLM =т,К]. 

(2) 模 M, 称 作 单 的 ,如 果 它 是 非 零 模 ,并 且 它 的 子 模 仅 有 两 
个 , 即 它 的 平凡 子 模 , 

(3) 子 模 AA4M 称 作 极 小 (相应 地 , 极 大 ) 的 , 如果 4 是 非 零 
ОВУ, тн 4 不 含 真子 模 ( 相 应 地 ，4 不 真 含 于 M 的 真 
子 模 中 ) , 亦 即 | 

0 ZAA V Ba M[B2 А-В = 0 J 
(相应 地 ， ASMA V Bee ML AZ B=-B = М). 

极 小 子 摸 必定 是 单子 模 ，Mz 的 极 小 (相应 地 , 极 大 ) 子 模 如 果 
存在 的 话 , 它 就 是 Ms 的 非 零 (相应 地 , 真 ) 子 模 的 偏 序 集 (对 于 包 
含 序 ) 中 的 极 小 (相应 地 , 极 大 ) 元 . PARIZ HT >= BH 0 87; 

1.2 43 М, 是 单 的 当 且 仅 当 

М 0 ЛУте Мт 0 >mR =M], 

B| D 模 Zz 不 包含 极 小 ( 单 ) 子 模 但 包含 极 大 子 模 .， 因为 
若 пй 0 是 Zz КЕЗЕ, Рн 就 是 nZ 的 非 零 真子 模 
У АСУ А WH p 是 素数 时 , pZ 就 是 Zz 的 极 大 
FH. 

(2) 模 Qz 既 无 极 小 也 无 极 大 子 模 .事实 上 , 4& 0 < A.Q, 
H 0 关 4€ А, До 522aZ%2aZ=2 AQ. 这样,4 不 可 能 是 极 小 子 
模 ， 1. 3.7 命题 将 证 明 ,Qz 也 没有 极 大 子 模 , 

(3) 8 25 [8] Vx 的 极 小 ( 单 ) 子 空间 恰好 是 一 维 子 空间 . 35 
Vx 是 4 维 的 , 则 它 的 极 大 子 空间 恰好 是 (п- 1) ÆFA, ЖУ, 
不 是 有 限 维 的 , 则 照样 也 有 极 天子 空 间 ( 这 在 线性 代数 中 虽 是 熟知 
的 事实 , 但 稍 后 也 将 给 予 证 明 )， 
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с) 落 天 是 一 除 环 , ШК, ERR Ke 也 是 单 模 ， 
(5) $ R, = K, 是 除 环 K Lin ЕБ. MAREN, T 
管 双 模 Ra 是 单 的 ,然而 模 R, 却 未 必 是 单 的 


51.3 子 模 的 交 与 和 


1.3.1 引 理 ” 令 工 是 模 M 的 子 模 组 成 的 集 , 则 
4: =(m€M|V AC T[m € A1) 


是 M 的 一 个 子 模 . 
证 ， 仿 照 向 量 空 间 的 子 空 间 的 情况 ,利用 1. 2. 2 5E. U 


注 ， 当 工 = @ 时 ,这 个 定义 意味 着 惯常 的 约定 门 4; = M. 


从 1.3.1 引 理 立刻 推出 ， 门 4 是 包含 于 一 切 AC T iB E 


KFR, 
例 2ZN3Z=6Z, [| tZ=0. 
# 症 素数 


1.3.2 引 理 $ X EË M, 的 子 集 , 则 
4; = (Zeena nneNy Х=@ 
j =1 


220, X = @ 
ЖМ TR 

证 ， 对 Х= О) 结论 是 明显 的 ,而 对 XX 关 名 的 情况 ,利用 1.2.2 
引 理 证 明 如 下 : 


т 


я 
У үч, X tiris rC K 


£ = 1 j=l 


> Xirs + Dire A, yerr EA. I 


1.3.3 EX 定义 在 1.3. 2 中 的 模 称 作 M уН X E ЖЕНУ + 
模 , 记 作 |X). 
1. 3.4 引 理 ”|X) =M 的 含有 所 的 最 小 子 模 是 í) C. 


Ш. Ж X=@,MWJ]| X) = 0 ,结论 是 明显 的 . 

E XED E. C 是 含有 XX 的 子 模 ,， 则 因 r, EX, Ék x r, 以 及 这 
RER- VARMERE Р С, AMOC XHA ХХ) 
#J— 4 FE (H T X= X1C |Х)), МС) рх МЕЖ Х AR 
小 子 模 . 

其 次 , £ D,= [】5C. 由 定义 知 , 贸 是 DD 的 子 集 且 D 是 MM 


XC (ZH 


TROD. 为 一 方面 ， OAT СЕБИ, р 
<4|X), МХ = Ü 
对 于 双 模 sM,, 由 M WTE X ERITA 


P Узуун, EXA ESA ERAEN), 
XØ 
0, X= 
正如 前 面 , 可 推 得 ， 
(X) = 模 sMs 的 含有 大 的 最 小 子 模 = N с. 

1.3.5 EX 令 M=Mi. О 

(1) $ M TR X pE М 的 生成 集 ， |X) = M. 

(2) & M 称 作 有 限 生成 的 : ә FE M 的 一 个 有 限 生 成 集 . 

(8) 模 M 的 一 个 子 集 X 称 作 自 由 的 (或 无 关 的 ) , <-> 对 每 个 


ВЕ (ух CXR EAr A t=) r G R, Хук = 


(X) = 
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=—>7r,=0(=1,2,.… m). 

(4) E M 的 一 个 子 集 X 称 作 M 的 一 基 : <_>X 是 MM 的 自由 
ERR. 

E Х5== М 的 一 生成 集 ， 则 意味 着 村 的 每 一 元 m 都 可 写作 
有 限 线性 组 合 


m= Dr, xL C X, r C€ R,nCG N. 
这 里 # 一 般 不 是 固定 的 但 依赖 于 w ПН 55 r; 及 元 素 EXE 
不 是 由 六 唯一 确定 的 . 当然 ;大 X = {xisX2，"…s%} 是 有 限 集 ， 则 每 
个 元 素 m € M 组 可 写作 形 如 
m= `ar, 


因为 不 出 现 的 加 项 X; r; H 可 作为 z0 PR 上， REWE, 系数 7 也 不 
是 由 m 唯一 确定 的 . Вж X = {х\,х,,,е, x) 是 基 ， 则 这 些 系数 
由 m 唯一 确定 ， 

1.3.6519 < X# 2 是 模 M = Mr 的 一 生成 集 , MU X 是 基 
<> NRA m € M , 表示 式 


m = Ууу» x C X r 6 K 


在 下 述 意义 上 是 叭 一 的 : 
m = Уа, = Sr A (чел, iA) 
3 = 1 jal 
=>г,= Th (#=1,** n) 


Ш: >: A 
m = S> лугу = Ухт, NEn Et Л 
j= 1 1»1 


(1,7 = 1,2, eA) Jy 


则 0 = Уух; 70), ХЕ НИО, 048 е 0， 从 而 ”= 


ri, (J = 1, , n) 


<=; Яз Ж 


> Ху, = 0 A Lx, x; 对 156101,7 = 1.2, n) 1, 
j=i 


A S r00, ERr =0G=1,2,. n), X E Ë HÉ, Г 
= 1 


Е. Ж X= {х}, х,, +з, х.) 是 有 限 生 成 集 СЯ, х5, 9 АГ 
! 关 7) , 则 我 们 有 : ХЕ 95015 m EM, 在 表示 式 


$ 
m = rir, 


Ho # r, € R £ F m 唯一 确定 的 ， 

应 当 指 出 的 是 ,这 些 有 关 唯 一 性 的 命题 , 对 于 无 穷 基 是 没有 意 

例 D 每 个 模 对 本 身 就 是 一 个 生成 集 。 ， 

(2) 每 个 环 RK, 单元 集 {1} 是 模 Ra( 及 pR) 的 一 基 . 

(3) 模 Qz 没有 基 ， 这 可 由 下 列 命题 看 出 ， 

1.5.7 命题 EXER Qz WERE, 则 从 关中 删 去 任意 一 
个 有 限 子 集 后 仍然 是 模 GQ z KERE. 

证 ， 只 和 需 证 明 从 关中 删 去 任 一 元 素 x, 后 仍 是 生成 集 ， 

A X ER Qz HERE, KER x /2 € Q 可 表 作 

Xo/2 = Xoo + > х2, EX, z G Z, 


тұт, 


这 里 >) 是 指 有 限 和 . 


ELET 


于 是 


N 
ху = 220 + > ‚ Хз >x n = > 1,28 


гг, {хт 
ДЕ АК0#еп=1—-2%Є7, |817, AA to/nE€ 人 QQ 可 表 作 
r /n = х2 + > X Zí, x C€ X, z! € Z, 


ji. 


= / `` / 
Xo = LAZ + 3723 
| х јат, 


= > | х;2&&@, + > | x nz’, 
TiTa. Tj% Xs 


= > х2, VEX, Z EZ. 
тр, 

因此 ,xo 属于 由 XN{zo} 生 成 的 子 模 , 从 而 XN{xo} 也 是 Qz 的 生成 
ж. П | 

由 此 推 知 , 模 Qz 不 是 有 限 生成 的 ， 因 车 不 然 , 模 Qz 也 可 由 
空 集 生成 , 故 Qz = 0, 这 是 不 可 能 的 . 

模 Qz 也 没有 极 大 子 模 ， 因 若 不 然 , 假设 4 是 Qz 的 极 大 子 
模 , 则 存在 9EQ 使 得 9E4. 由 1.2.2 引 理 知 | 

42 + А, = {42 +a|z € Z/A,.a € A) 

是 Qz 的 子 模 ， 册 于 极 大 子 模 4 是 9Z+ 4 的 真子 模 , 故 q4Z + A 
= Q, 于 是 4U {4}, 从 而 (由 1.3. DA 自身 是 Qz 的 一 生成 集 , 亦 即 
A=Q, 这 与 4 是 Qz 的 极 大 子 模 的 假设 矛盾 ， 

前 已 证 明 , 模 Qz 没有 极 小 ( 亦 即 单 ) 子 模 , TA, 模 Qz 也 没 
有 基 ， 因 为 基 必 然 是 生成 集 ， 而 由 基 中 删 去 任 一 元 素 后 , 其 余 元 ` 
素 已 不 再 是 生成 集 ， 事 实 上 ， 在 基 中 任 一 元 素 均 不 可 能 是 其 余 元 
素 的 线性 组 合 . | 

作为 一 种 证 明 工 具 ， 本 书 将 不 排斥 引用 选择 公理 及 其 等 价 命 
BEREA. | 
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1.3.8 命题 ” 除 环 上 每 一 向 量 空间 都 有 基 . 

证 ， 令 Vz ERIK 上 任 一 向 量 空间 . $ O 表示 Vz 的 一 十 
自由 子 集 的 集 族 . РЕЖЕ НН, осо. 以 包含 关系 作 序 ， 
显然 @ TE РЕ 85 Tü H. E. 13 238 89, 28 EB Ó rh 3 4 Z F + 
集 了 在 有 中 有 上 界 . 事实 上 ,车 = 名, BJ ó rH 4 Jë Ж # Z 
TOER. 落 卫 关节 ,不 妨 设 卫 ={B 让 EJJ， 则 可 以 证 明 ， B= 


UB, 是 自由 的 , 从 而 是 ГЕФ 中 的 一 个 上 界 .为 此 , 令 bibas 


,是 下 的 任 一 组 互 异 元 素 , 由 于 卫 是 全 序 的 , КИТЕ В,Є Г, {#5,, 
b, b. EB ХУА B, 是 月 由 的 ， 故 其 子 集 {bis bzs `". ba} 也 是 
自由 的 , 亦 即 8 是 自由 的 . 

HERSE, 在 Ф 中 存在 一 极 大 元 YY。 我 们 证 明 , 这 个 极 大 
自由 子 集 了 就 是 Vx 的 一 个 基 . 为 此 只 需 证 明了 是 Vz 的 生成 集 ， 
亦 即 |Y) =V 即 可 ,车 让 =0, 则 Y= 名 ,从 而 |lY) =V， 若 V0, Wl. 
Y 关 他, 故 YIET\Y ,根据 了 的 极 大 性 ,YU 不 再 是 目 由 的 ， 故 
ВАНЯ УУ, o ya G Y 以 及 不 全 是 零 的 元 素 ks Ku б, ee 
ka E K, 85 


vk + S> y k = 0. 
ві 
显然 ， AA {Yis У» б, ya) Ж Ү HTE, WE E H H BJ, 所 以 k= 0,. 
从 而 | 
v= vkk = S> ly /(— kk |У), 
所 以 V=|Y)， U А 
1.3. 98 A= (Ali ENET ANM, 的 集 族 , 则 
ala E AAF CIA Е, Рә AØ 
U A. )= [> Е; Н | 
0, . МА A= ë 
ШЕТ, 


к 


Ш. 21-2070 TES 的 情况 .由 定义 ， 


. 9 е 


限 和 
Угу» a, € U 4, n€ N | 


的 集合 . 在 有 限 和 中 ， 把 那些 属于 A, 的 加 项 cyry 集中 加 在 一 起 并 
记 作 a, Jl) 


Ол) Жедел аяти). 
至 于 逆向 包含 则 是 明显 的 。 — D 

1.3.10 定 义 令 4={4ili САТ АМ 的 集 族 , 则 
544 = а) четв с>, 


иж A= (AA. s Anto [рә 的 每 个 元 素 均 可 写成 


j=1 ` 


| e, a, À, 
的 形式 ， 其 中 ， 在 和 式 中 实际 不 出现 的 顶 а; Vas=0 TEN оюм 
强调 指出 的 是 ， хип) 07 的 表达 式 未 必 是 唯一 的 . 


1. 3. 11 引 理 5 ASM, NFA 命题 等 价 ， 

(1) 4 是 对 的 一 个 极 大 子 模 3 | 

(2) YmEM[mE A>M =mR+ А]. 

ШЕ: (1) 2(2): 5 m € AÁ, Аё тК + A, ATD RMA. 

(2)=> (1). 5 АВМ, H4 m € B IE m € À, N 

М =mR + AaB + AV B<: M, 

从 而 B=MM,(1) 成 立 。 П 

前 面 我 们 已 知 , 模 Qz 既 没 有 极 大 子 模 也 不 是 有 限 生成 的 . 下 
面 的 定理 揭示 了 两 者 之 则 的 天 系 ， 

1. 5. 12 0E AE M: 是 有 限 生成 的 , 则 M 的 每 个 真子 模 都 
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含 在 MM 的 一 极 大 子 校 中 . 

WE: {m,m от) М 的 生成 集 且 AFM, US А BS 
ТАЯК Ф = {В | АВМ), 因为 ACO. P 0 ZE S X # 
FA NP. 为 了 能 应 用 佐 因 引 理 ,必需 证 明 , 每 个 全 序 子 集 T'c 


5 在 @ 中 有 上 界 ， 事 实 上 , 令 C: = Ü B, AAC WRC = 


M, WHM Mmm CC, 从 而 必定 = 存在 BE P AB {тууту . sm} 
CB, 这 便 得 出 B= M FJA, P АСМ, HI C€ 6, H C 显然 
是 工 的 上 和 异 ,按照 佐 思 引 理 ,大 在 一 极 大 元 DEB, 并 且 ЭМ, 
的 一 极 大 子 模 。 事实 上 ， 若 DL Mrs 则 推出 Le9. 由 于 D 
在 中 极 大 ,推出 D=L， D 
.. 13.13 推论 SET SERBE Мә 0 都 有 极 大 子 模 , 
只 需 在 上 题 的 证 明 中 取 4=0 即 可 . П 四 
为 了 有 可 能 使 有 限 生成 概念 具有 “对 偶 性 ”, 首先 给 出 它 的 一 
个 等 价 的 重 述 . БО О | 
1.3, 14 定理 БМ 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 在 使 得 
4 =M | Оо, 
的 每 一 族 子 模 {A,1i El, As Myth, 存在 有 限 子 集 {A， L ЧУ 
LC I B. I, AR , [S 25 
> 4A,= M. 
Ш: 令 放 是 有 限 生成 的 ， 亦 即 M = m,R + m,R + +. + m,R. [Б 
ж 214,= M, 故 每 个 my 都 是 那些 А, 的 元 素 的 一 个 有 限 和 ， 所 以 
存在 一 有 限 子 集 L cl, 使 得 
Mis Masy m, C >A,. 


í € I, 


从 而 推出 
. 1} ° 


M =түК +m R+- + m R< SAM, 


{iE T, 


故 断 语 成 立 . 
为 了 证 明 其 逆 , 我 们 考察 子 模 集 {mRlmE М}, BAD mR =- 


M, WEE 的 一 有 限 子 集 {miR， °"... mR}, 使 
m R+ m, R+---. +mR=M, 
TEMEA RERA. 0 
现在 我 们 能 够 陈述 其 对 偶 概 念 了 . 


1.3.15 定义 ” 模 Mas 说 是 有 限 余生 成 的 : 全 > 在 使 得 门 4,=0* 


的 每 一 族 子 模 {A411E1,Ai*M} 中 ,存在 有 限 子 集 {A411E4}( 亦 即 
LCI E 1, Ж (|А, =0. 


tE, 


例 (1) 模 Zs 不 是 有 限 余生 成 的 ， 因 为 门 pZ= 0, 但 对 - 
P 是 素数 


任意 有 限 多 个 素数 Pis Potts Pas a p £, = pi pP Z, == 0, 


(2) ЖЕ ГАВАНИ 是 有 限 余 生成 的 当 且 仅 当 Vr 是 有 - 
限 生成 的 ， 证 明 贸 作 练 习 ， 
如 同 问 量 空间 的 情形 那样 ,对 于 任意 环 上 的 模 , 模 律 也 成 立 . 
1.5.16 引 理 ( 模 律 ) 若 4, BUM H BCM, Hl 
Cn (A+B)= (Cn A) + В. | 
Ш. $ с=а+®ЄС((А+В), Ж аЄАЛ, b€ B, c€ C, WF 
a=c~-bEANC， 于 是 c=4+bE (AnCO)+B,gRBI 
CN Cd+ B)<Q (C n АУ + B. 
反之 , 令 e=d+bE (СПА) +В, КБ 4ЄСПА, bEB, WE 
BC 推 知 e=d+bECN C4+ 8)， 永 即 
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(СПА) + Вис (4+ В). P ` 
EME ВС 这 一 假定 ,关系 式 | 

(АПС) + «ВП Сула ВУС. 
BRL. BAHEA ‚ЗЕТЕ 7А, 一 般 不 绸 成 立 


91.4 内 E 和 
1.4. 1 定义 M 称 作 其 子 模 族 {BI ЄГОР ЯП, HEE, 


( M= > B, Л 
M = DB,.— 2 
Rë (2) V; EIB, N >1B,= 01 


ç€ T 
(еј 


M= в, 也 称 作 子 模 族 {BiE 人 的 直 和 分 解 . 当 指 标 集 1= (1, 2 


¿€ I 


oon JAREN, ЗВ, 记 作 BOBO OB, 


Є Г 


14.23] $ {BE} ж МАТА M= Уу B, WJ 


1.4.1 定义 中 的 条 件 (2) 等 价 于 
VEM 及 任意 有 限 集 1/ СІ, жк 
х= >b, = Fos bise EB, 


í € I” í € z” 
=V :CU[b,= c,].: 
证 ， 之 ， 令 (2) 成 立 且 x= > b, = 2», НЕЯ 


¿€ I° í € 


Vj€[b,-c = 2 G - 0 EB; N >В, = 0], 
¿€ I“ Е’ 
і $ 138 2 
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亦 即 V1C T; = c; J. | | 
=: 令 5EBIn > В, b = s CB, БЛИКА! CI, f 


TIL 
{+ 


юе! ‚#Нё= 2, = 216, 6 EB，、 如 果 上 式 左 \ 右 两 端 视 为 具有 


相同 指标 集 己 U (7) ORM, 对 添加 项 VE，0 СВ, ж 0 EB, 
ДЕНЬ 的 表示 式 的 唯一 性 推 知 5= 2, = 0, ЯКС) У. D 
1.4.3 定义 (1) FR ВМИ М 的 直 和 <> d C+ 
MCM = ВФС], 
(2) 模 M= 0 称 作 直 不 可 分 的 所 > 0 及 M 是 其 仅 有 的 两 个 
直 和 项 . | О 
@ (D 令 Vr 是 K КНЕН {г Г} Ж Vr 26, Mil 


Ук = Фк, 此 外 ,Vz 的 每 一 子 空间 都 是 Vz 的 直 和 项 ， 稍 后 、 


我 们 将 在 更 一 般 的 场合 予以 证 明 . 
(2) Ж Za h, 循环 子 模 nZC(Y ne 0,+ 1) 都 不 是 直 和 
项 . | | 
| W Z = nZ 9 mZ, M em C€ nZ | mZ = 0 , Af m = 0, 
Z= п7,, 81 n= +1, X5 л+0, +1 КВЕРИ. 显然 , 模 Zz 
是 直 不 可 分 的 . 
(3) 每 个 单 模 MM 都 是 直 不 可 分 的 ， 因 为 0 及 M 是 其 仅 有 的 子 
(4) 每 个 这 样 的 模 M 都 是 直 不 可 分 的 ， 著 M 具有 一 最 大 真子 
模 或 者 在 其 一 切 非 零 子 模 族 中 具 最 小 子 模 , 
证 明 留 给 读者 ， 


$1.5 商 模 
商 模 的 定义 照搬 向 量 空间 的 商 空 间 ， 因 为 后 者 定义 中 仅 用 到 
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T RER. | | 
令 Ca Ms, 特别 C 是 加 法 群 М 的 一 子 群 ,显然 , 商 群 M/C = 
(m+ C/m € M} 的 加 法 定义 是 ис 
(m, + C) + (m, + С); = (т + m,) + C. 
WE, 我 们 可 以 在 商 群 M/C 上 定义 模 乘 法 使 得 М/С 变 成 一 
ЛЕЕ - 模 ， 称 作 M С 的 商 模 或 剩余 类 模 ， 
1.5.1 定 义 (m+C)r,=mr+C, VmEM,rER. 
为 了 证 明 M/C 事实 上 是 一 右 Ко, 只 需 证 明 , 由 (m+ C, r) 
mr + C 所 确定 的 M/C x R— M/C 是 一 映射 就 可 以 了 ， 因 为 其 
它 的 模 性 质 不 难 从 模 Ms 的 相应 性 质 推 得 . 
© m +C=m,+ C, MJ Je€ C, Emm + c, 从 而 V r 
ЄК, 
туу + С = (m, +c)r + С = т + С. 
左 模 及 双 模 的 商 模 的 定义 可 类 似 地 给 出 . 
例 (1) Аал АЈ а ГАЈ д НУТ. 


р TER, 当 n = р ZJ Ж 


AFATA, 33 n2e KAAN +1,0 
(2) 2/12, = 0, | ш р +1 


<( 在 同 构 意 义 上 ) , 当 n=0. 


(3) K[*] ЖК ЕТЕ ЈЕ УК, KOEK ERT 
约 , 则 [xj/f(x)K[Lxj] 是 下 的 一 个 有 限 维 扩 域 . 


练 Я 


1 证明: 在 模 的 定义 中 ,加 法 的 可 换 性 可 由 其 它 条 件 推 出 . 
2 {ANED RR M, 的 一 族 子 模 , 且 ВМ. 证明， 
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$€ T 


D BD ANB (5)4,)пв, 
ЕЧ 


(2) ( Г A|) +B af) (A+B), 


{ЕЈ 1€ 7 


O 给 出 实例 ， 使) (44N B= [2240 8. 
IEF 


tE 1 

(4) вно, ®([|4,)+в= (са +В). 

3 #f. R #4EZ (在 Von Neumann 意义 上 ) 正则 的 : < V r 
ER, jr ER 使 rr'r=r, 证 明 下 列 命题 等 价 ， 

(1) 六 是 正则 的 ; | 

(2) К 的 每 个 有 限 生 成 右 理想 是 模 Rs 的 直 和 项 ， 

(3) R 的 每 个 有 限 生 成 左 理想 是 模 „К 的 直 和 项 . 

4, 4 (ВСЕМ) Z Mp: 的 一 族 子 模 且 M = УВ, 证明 下 列 


€ 1 


ФЯ. 
(1) M= ФВ, 
єт 
(2) УЈЄМ, B,N > B,=0. 


í daj | 

5, Ж Мь#=0, н NaM 而 YEMNN, A: 
(0 #&—1%ЖКнК 在 NA4K 及 YEK 的 意义 下 是 极 大 

(2) e za M=<R+N,W M 有 极 大 子 模 玉 ， 使 得 МАК 并且 
ХЕК. | 

6. 给 出 一 个 具体 的 模 的 实例 ， 使 得 其 极 大 无 关子 集 并 非 生 成 
集 . | 

7.4 М=хК £ — АЁ. iH; R/Anns (z) #My. 此 处 
Annp(x) = {АЄ R|xA =0)Z x 的 零 化 子 ， 
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лм 模 同 


$21 定义 与 初等 性 质 


模 的 保 结构 映射 称 作 同 态 ， 向 量 空间 的 线性 映射 是 其 特 球 . 
2.1. 1 定义 ” 设 А,В 分 别 是 两 个 右 R- RRE 5- 模 或 3-K- 
双 模 . 所 谓 4 到 8 的 一 个 同 态 а, 是 指 满 足以 下 三 个 条 件 之 一 有 的 
ШЕЙ] а: A->B, 
(1) Va,,a, € A, V ri, r, ER, E 
абат, +а,7,) =а(а,)7, + ас(а,)г,, 
(2) Vasa, СА, V ss, € 5, 有 
ACS, + s,a,) =+ a (a,) + sa(a,), 
(3) Vapa, EA, Vs s € S,Vri r, € R, Æ 
G ($G + Sar) =s G(a,)r, + sa(a,)r,. 
WF G,4,—B, 表示 а ÆA R-P А SA R-i В 的 一 个 同 
态 , 其 它 情 况 类 似 . 为 了 强调 基 环 及 模 乘 法 ， 有 时 也 称 a 是 R- 模 
同 态 或 石 模 同 态 , 关 于 4。€4 在 同 态 a РА a (0) 常 简 记 作 aa, 
并 在 a: ,A->,B 的 场合 ,就 简 记 作 aa, 
如 无 特别 说 明 , 模 同 态 的 记号 总 是 写 在 基 环 算 子 的 反面 . 一 般 
地 ,对 映射 a: 4->B, ВАПА РУУ ЯО (Е ања (а), 下 面 的 
记号 
а; АЭ aala) EB 
把 ui А-В 及 ama (0) 两 者 联结 起 来 了 ， 按 照 惯例 ,对 于 映射 of 
A->B, 记 号 
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а 的 定义 域 Doma: = A, 
a КИБ Coda; = B, 
а 的 像 Ima, = (a(a)la € A). 
于 是 
а 是 单 射 ( 亦 即 1-1 的 ): “=> Va,,a, C€ ALa Ca, ) = a(a,) 
=a, = a,], 
а 是 满 射 ( 亦 即 到 上 的 ): @=>Ima = Coda, 
a ERI: >a 是 单 射 量 是 满 射 
H D 4 到 总 的 0- 同 态 0:43ch>0EB 
(2) Ее, 即 子 模 和 4B 的 包含 映射 
f и АЭ 06 EB, | 
(3) Bs A IRAR A/C 上 的 目 然 ( 典 沁 ) 同 态 
p: АЭ apa + C C€ A/C, iik CAA, 
ЮЖ = Ph [н] ЖЛЕ F IEP ШЖ 51, 5 Ж EEA 
LERZ. 对 于 模 和 的 恒 等 映 射 , 它 是 包含 的 特 款 ,我 们 写作 14. 
若 a Ж В 是 两 个 同 态 ,使 得 Соба = Dom8B ,， 则 这 两 号 射 的 合 
成 记 作 pa 是 Doma 到 Cod 8 的 映射 ,其 满足 对 任意 4a€ A, 
(Paa = f Can). 
不 难看 出 ,映射 a: А->В ERIT, ЯЛЕ E ВАЕ BJ) ЖИЙ 
а В» A 5 ala =11 E аа = 1s. 如果 a 55811912, Ша" 
也 是 同 态 ， 事 实 上 , 令 51=a(al),b, =а(0,) ÉE B REZEK, 而 
71,7 СК, ША 
а Сут tbar) =a '[a(a ri +а(а,) ғ] 
=a Çalar +а,7,) ] 
=ar +a, =а (b, )r, + oo Cbr. 
EFH, a: 4>B 总 表示 一 同 态 ,对 UCA4,VcCB, 我 们 定义 ， 
a(U) ={a(w) lnEU}. 
am (И) = {006 АЛа(а) CV). 
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ж, Ао 自身 一 般 是 没有 意义 的 ,除非 a ERY. 
2.1.2 51 
(1) Ох 4а (UB. (2) VC B=a VJA, 
Ш. (1) uu, CU, Шаби), a) Ca (U), Н Мт, r, ЄК, 
(и) т, + «бит, = а(н, tr) Є a (U), 
这 是 由 于 Hri tur СО, 
(2) 5 а,,а, EQ (V), FE ala) EV E. Vr,C€ R,í=1,2, 
alar, + йт) =a(a)ri+a(a,)r, EV 
= afit qr Са (V). D 
2.1.5 定义 ані Кега: =a-1( 0). 
a 的 像 Ima: =a(4). 
a 的 余 核 Сокега; = Coda/Ima = B/a (A). 
a 的 余 像 Coima: = Doma/Kera = A/a (0). 
由 2.1.2 Ж Kera 及 Ima 分 别 是 4 及 如 的 子 模 , 故 余 核 与 余 
像 都 是 有 意义 的 . 
їр М» 是 一 切 右 天- 模 ( 目 然 是 么 模 ) 所 成 的 类 (实际 是 右 R- 
20857589). 10 Ношь(4, 3) 为 一 切 R- 同 态 ，Ap->Bs 的 集合 .我 
们 仅 从 同 态 合成 的 角度 而 不 是 从 像 的 角度 来 刻 划 同 态 . 
2.1.4 定 义 ow EHomp(4A,B) REFR, <> 
ҮСЕМ, Л N Yis у E Homg (C, 4) Cay, =ау, у; = у]. 
a € Нот,(4,В) РЕ ЕЈ. < 
УСЄМ,ЛҮД,, В, СНош,(В, С) [Аме = В,а=> В, = В,]. 
aC Ноть(4, В) ЖЕЗ; >a 既是 单 的 又 是 满 的 . 
a € Ноть(4, В) ЖЕ, <> 3 a’ € Hom, (8, DEA. a = 
l. A aga’ = 151. 
2.1.5 定理 — a: 4> 刀 是 一 同 态 , 则 我 们 有 
D a 是 单身 全 > a ERAS, 
(2) a 是 满 射 后 > 是 满 同 态 ， 
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(3) a 是 双 射 所 > wa 是 双 同 态 拓 >w ER. 
uE, (1) >: &ау,=ву,, EH у,, у EHom(C,A), 假若 
У: У, МЭ cECLy1(0) 守 ys《0)], 从 而 ау: (с) ау, (с), В ау, 
ау, FE. 故 必 须 А = у; 
<: $ аба) =а(а,), аба) —a(a,) =a(a,—a,) = 0. 
LS у, =u (a, — 0) КЭ (a, —a,)r>(a, —a,)r € А, 
уз = 0: (a, — a,)R32 (a, —a,)ri—>0 € А, 
则 Yis у С Ною, (2, —a,)R, A), 
Н a(p((a,-a,)r))=a((a,-a,)r)=a(a,—-a,)r=0, 
a (Yz (8; —a,)r)) = а(0) =0. 
758] ау. = ay;:， 由 假设 推 知 
у= УУ, (G, ~ 0) =G, —a,= xy, (a, —a,) = 0 =a, =a,;, 
(2) >; Во = В,а, ЖН В,, В, С Ноть(В,С), 假若 В, == 
P. ДІЯ РСВГВ,(Ь) + 8,00) 1. X83464 ala) =b, W 
B a (a) = В, (0) >= В, (Б) = В,а(а) > pa В,а. 
<: В. =n: B—B/Ima HERAS, 
= 0: B>B /Ima &Ж®|н д, 
则 6, В: € Нот (В, B/Ima) Н 208,0 = В,а =0. 而 由 题 设 В, = 
В., JREF В = 1а, Мо 是 满 射 . 
(3) ЯА] <> RAS. 这 从 (1 ) 及 (2 ) 推 知 ， 此 外 ,显然 
每 个 双 同 态 都 是 同 构 . 这 是 由 于 前 已 证 明 ， E a 是 双 射 同 态 , 则 cr7: 
也 是 模 同 态 
E>, в 是 同 构 , 则 从 ata =14 推 知 ,a 是 单 射 .又 从 o'a 
=i ÈA a 是 满 射 (显然 ,oa =a). 日 
2.1.6 引 理 S a; A— B 及 В. B>C 是 同 态 , 则 
(1) a, p 都 是 单 同 态 之 pa RAAK, 
a, В 都 是 满 同 态 一 5a 是 满 同 态 ， 
(2) Ва 是 单 同 态 一 a 是 单 同 态 ， 
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pa WASS TWAS. 
üE, (1) Ẹyi y: Є Нот„(М, A). HF p Жа А15, Р 
是 我 们 有 
Вау; = Вау, >ау, = оу»=>үү = уз. 
所 以 Ba 是 单 同 态 。 对 于 满 同 态 类 似 地 推 证 . 
(2) ES р, у, € Hom, (M, A. H ba EAAS, 于 是 我 
们 有 
ву,=аүз=> pay, = Pay =>, = yo. 
改 о 是 单 同 态 ， 对 于 满 周 态 的 情形 , ЗД. D | 
2.1.7 定义 ”两 个 模 Ar B, 称 作 同 构 , 记 作 Ак Вь: —># 
在 一 个 同 构 映 射 a; 4p->Bs. 
注 。 洋 是 一 切 右 R- 模 的 类 M , 的 等 价 关系 . 
2.1.8 引 理 $ a: 4 一 B 是 一 同 态 , 则 
(1) сн <= Kera =0. 
(2) UA A= a laU) =U + Kerg. 
(8) VeeB=>a(o"1(0V)) =V N Ima. 
(4) # В: B—C 也 是 一 同 态 , 则 
Rera\ Rer(6o) =a! (Kerg) 
E. (Ва) = f (Ima) Img. 
W: (1) >: а TANEK => a 是 单身 过 Kerag =0. 
<=: Q a(a) =a(a,), FÆ а(а,-а,) =0=(a,—a,) € Ker(a) 
= 0 Фа, =а,, ўа 是 单身 ,从 而 a ЖААЖ. 
(2) a-'(a(U)) U +Kera, @ aca i(a(V)), Mj ala) Є 
a(U), М 3 € U[La(a) = a (a), Br 1 
G (q — t) = 0 = (а-и) C€ Kera=>a C U + Kera. 
U+Kerasaa '(a(U)). 令 wEU H КЄ Kera, Mi 
а(и +) = оби) + @(Җ) = аби) +0 = aG) EaU), 
W w+kEa l(a(U)). 
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(3) 留 作 练习 . 
(4) аЄКег(Ва) <> Ва(а) = 0 @=a(a) C€ Kerñ 
<>a Са М(Кегўб). 

Z — 8, (60) = pa( A) =p (aA) =p Adma). i 

Ф ОАЕ а, 4->В 是 一 单 同 态 , 于 是 ,从 上 面 的 引 理 直接 
HALU =a™!(a(U)). 亦 即 , 4 的 每 个 子 模 上 U 都 可 以 表 作 a (V) 
的 形式 ,其 中 = aU) aB, 

令 了 4B HS a; 4->B 是 一 满 同 态 , ШУ =a 3(V))， 亦 即 
B 的 每 个 子 模 7 都 可 表 作 wa(D) К, Вин О = а (V) A. 

2. 1. 9 推论 ” 若 下 图 可 交换 , 亦 即 Ba = 67, 且 若是 满 同 态 ， 
PRELAS, M 

Ima = 37: (Imô), Keró = y (Kera). 


4 一 > В 
v| a [в 
C —, D 
证 ， 由 2. 1.8 引 理 , 8 是 单 同 态 , 从 而 有 
Ima = 8 (8 (limo)) 
~>Ima=p (Im(Aa)) = В: Па(бу)) = В '(Imó). 
H y 是 满 同 态 , 此 外 , 依 2.1.8 5| ER, y 也 是 单 同 态 , 故 
Keró =y(y "(Kerd)). 
再 从 2. 1.8 引 理 ,Ker6 = y(Ker(6y)), 从 而 依据 В 是 单 同 访 得 
Кегб = у(Кег(Ва)) = у(Кега). [ 
下 面 我 们 考察 子 模 的 和 及 交 在 同 态 作 用 之 下 的 像 及 逆 像 有 何 
种 性 态 . 
2.1.10 引 理 ” 设 a: 4>B 是 一 同 态 , {4l ЕГ), (B, € Iy yl 
是 A,B 的 子 模 族 , 则 
(1) a( 4 = Sa (Ap), а А B.) = Г| (В). 


t€ 7 {ЕІ £ € I £ € TJ 
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(2) У? а (В) ма (2 — 1 )В, а [ 4) (асо. 


ç € £ z€ 7 
(3) Vi€I,2% Balma, JI) a (2 В) = >a (B). 
€ £ 
若 Kerax<4A,, M a( Г\ 4) = а(А,). 
{ЕЈ 


证 ，(1), (2 的 断 语 容易 验证 , 故 只 证 (3 )， 
н(1) 5 2.1.8 引 理 推 知 ， 


(57, у= а 2, (BiN Ima) ) =а заав) 


£ € I {El 
= жр? at ву) = Уа"! (Ву + Kera 
£ € 1 {ETF 
= > уаС!(В}), 


ç € 7? 


97218, 

a( Г\ А, ) = a( П (4, + Ker а) )=o( N aaco). 
= аа Пасад) = (Naca) Nima 
= [l] ac. L 


ЖЛЕ, ЖИ ВЕТ, ЖЕП HARA BERA k. 

2.1.11 推论 $ U, Ms, N M/U 是 有 限 余 生成 的 和 > 在 每 
а (Пота м 族 {4FE 刀 中 总 存在 一 有 限 子 族 
(Ali El h Ж 1 WERTE) EB 

E: >: 令 s, M>M/U 表示 自然 满 同 态 ， 则 门 4, = Uk &U 
=KervsA, 从 而 由 2.1. 10( 3 ) 推 得 

Посао = (Па) 0 = MU. 
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由 于 М/О 是 有 限 余 生成 的 ,依据 定义 1.3. 15, 存在 有 限 集 L,C I, 
使 得 「 ›(А) =0， 于 是 由 2.1.10(1) 推 得 


UV=2 1(0)= > p (A) )= П pp (A) 
= (| (А, + U) = П A.. 


<. GAl EI Etk П а, о АМО iR. 由 2.1.10 
(1 ) 推 得 
U=y 1(0)= „(П A|) = ü 2 (Ao. 
IEJ IEF 


由 假设 容 在 有 限 子 集 LORE (10а) =U. HF U = Kerna 
vA) 2.1.10( 3 ) 推 得 


í) A, - (4,0 Imp) = f pyiA) 


€ I, 
= [| оа) }=»@) =0. 1 


一 个 格 (相应 地 ,完备 格 ) 指 的 是 一 有 序 集 , 其 中 每 个 两 元 子 集 
(相应 地 , 子 集 ) 都 有 下 确 界 及 上 确 寞 ， 

模 Ar 的 一 切 子 模 的 族 Lat(4) 在 4 作为 序 关 系 之 下 构成 一 完 
备 格 . > a; Ar>Lr 是 一 模 同 态 , H. C= Kera, N = Ima, t Lat(A) 
的 子 格 

Lat(A, Q) =(U|C<4U< A), 
记 Lat (L) 的 子 格 
Lat(L, N) =(V/V<4N)( = Lat(N)). 
2.1.12 引 理 2 а: AÍ >L, 是 异同 态 , Ж 
ё. Lat (A, Q) ƏUr-Sca(U) Є Lat(L, № 
是 双 射 且 满 足 | 
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(1) á(U,+U,) =&á(U,) +á(U,). 

(2) &(U,1U,) =8(0,) NAU), 
JPEN 6 是 由 4 诱导 出 的 格 同 构 ， 

Lat(Doma, Kera) Lat(Coda,Ima) = Lat (Ima). 

WE: ó 是 单 射 ， VU,, U, C Lat(4, C), * a(U,) =a(U,), 则 
H 2.1.8 引 理 ， 

a~ '(a(U,)) =U, + Kera =a ™(a(U:)) =U, + Kera, 

H F Kera = CaUpa 4,3 = 1,2, 0 U, = О, + Kera =U,, 

ё їй, VV ELat(L, N), IREN V<4N = оа, №] 

8700) = Caa (VA, 

ЖШ а 1(V) C€ Lat( 4,0) E. аГа-: (У) ] = V N а= У, 
亦 即 6(c-1(7)) =V, 从 而 6 是 满 射 ， 此 外 

(1) 200, +0,) =a(U,+ U,) =a(U,) + е) 

=&(U,) +&(U,). 

(2) 显然 ,由 2.1.10(2), 

&(U, NU) =a(U N U) aU) П a (U,) = (U,) Na). 
及 之 ,YX*EQ(D01) NU), 809и; € U, 使 х=а(—),1=1,2,Ғ 
是 


а(н 一 1) = 0 >u, — u, =c € C = Кегах>и, = и, + с. 
由 于 C<2U,, и = u, +e €CU, NU, М х= a(u,) EaU +U), 
亦 即 | 
GU NAU aUL 10). П 
2.1. 13 推论 $ CoA E. >: A— А/С 是 典范 同 态 , 则 
ó$; Lat (A, C) ЭОнэ»р(О) € Lat (A/ G) 

是 一 个 格 同 构 ， 

2.1.14 推论 TR Ca AK K <> А/С 是 单 模 . 

证 明 留 作 练 习 . 
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522 基 环 的 更 换 


有 许多 重要 而 自然 的 方法 ,在 保持 模 的 加 群 结构 的 条 件 下 , 把 
模 的 基 环 更 换 。 当 然 , 这 种 更 换 在 很 多 场合 都 是 由 环 的 CP Z) 19 
态 所 诱导 的 . 

2.2.1 定 义 ” 设 R,5 都 是 含 么 环 , 映 射 p, R— S 称 作 ( 保 么 ) 
WAS, MRVa, b € R, 

ф (a+ b) = ф(а) + øb), (ab) = p06), plir) = 15. 


2.2.2 引 理 iz Ms 是 给 定 的 模 而 P: 人 一 > 是 一 (你 么 ) Ж 


Ж. УтЄМ,тЄК, < 
mr, =mp(r), 

则 加 群 Ms 关于 上 述 乘 法 构成 一 右 R—Ë Ma, 

由 此 引 理 , 对 每 个 给 定 的 模 Ms 及 给 定 的 保 么 环 同 态 о: R— 
5, 按 上 述 作 法 构成 的 模 Ms REH p 在 模 Ms LIT 109. 
BA ES ES 的 有 公共 单位 元 的 子 环 ， 则 包含 映射 i s | 5 ->5 也 
是 保 么 环 同 态 。 按 上 述 作 法 ，Msg Жи, ТЕ Ms LIFR 0, 
所 以 ,对 于 给 定 模 Ms 以 及 保 么 环 同 态 p:R -3， 就 有 下 面 四 个 不 
同 的 模 结 构 。，Ms, Ma Mr 以 及 Mz 它们 有 相同 的 如 群 并 且 其 
中 间 两 个 模 乘 法 都 是 其 前 面 一 个 模 结 构 分 别 通过 包 人 台 有 映射 p (R) 
>S EHAS p 诱导 出 来 的 .显然 , 其 中 任何 一 个 的 子 模 也 相应 地 
诱导 出 其 后 续 一 个 模 的 子 模 ,并 且 其 中 任何 一 个 模 同 态 р Г ЭП 
2EHomns(M,N)] 也 必定 是 后 续 模 的 模 辐 态 [ 即 BE 玉 om y (M, 
№) ]. 

2.2.3 推论 ip: R->5 КАЯК, Ma EH p ER Ms 
LRF, M 

(1) Lat(M )<aLat(M pim) = Lat (Mp) Lat (M2). 

(2) Homs(M, N) Hom, É (M, N)vaHom, (M, №) 
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-= 


Homz(M,N). 
ШЕ, (1) EF Ms:Mpms Mr 以 及 М2 有 相同 的 加 群 结构 及 
子 结构 ， 且 每 个 子 结构 通过 环 同 态 p 或 包含 映射 上 都 诱导 而 后 续 
模 的 相应 子 结构 ,而 且 子 神 格 的 上 、 下 确 界 正好 又 是 相应 子 借 族 的 
和 与 交 , 所 以 (1) 成 立 . 
(2) Vo EHoms(M,N), 则 YmEM,rEp(R), 1 5 pR) E 
5 的 包含 . 
g (mr) = Emr) ] =p (m).(r) = p (m)r 
>g Є Нот, в (M,N). 
类 似 地 УфЄНот,в(М, №), MYmEM,rER, 
gp (mr) = pLmpr) = p(m)p(r) = o (т) 
=ф C Hom, (M, N) . 
于 是 Нот; (М, N)aHom (M, N) aHomg(M, N) 
Homz(M, N), 
E, (0) 2.2.3 推 论 (1) 与 (2 ) 中 的 包含 关系 一 般 来 说 是 真 
包含 , 除非 p 是 满 同 态 . 
(2) Homs(M, N) 按 映射 的 下 述 加 法 
Va С Homs(M.N),m € M, 
(G, + с) (m) = G, (т) + G, (m) 
构成 一 加 法 阿 贝尔 群 . 
RZA Mr 给 定 :p:R->5 是 保 么 环 满 同 态 , 在 何 种 条 件 下 ， 
p 能 在 模 M, 上 诱导 出 模 Ms 结构 ?使 它们 有 相同 的 加 群 ?显然 , F 
ЛАЛА В лее, 因为 YsE€5, 一 般 不 止 存在 一 个 原 象 rE R, 使 p(7) 
=s 故 若 定义 ms, = mr, V mE МЇ ЫЕ, 则 为 了 保证 单 值 性 ， 
必须 要 求 当 r+,r’ C R 告 是 了 的 原 像 ， 即 P(r) = plr’)=s 时 ,r= 
тт',т(т—т”) =0, 从 而 
(r-r) € Ann (M) = {a E RiMa= 0). 
2.2.4 推 论 УЕ А16 р: К->$ ER Mg 上 诱导 模 Ms 
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FÈ ms =mr, ША рб) = € $, 4 Н 24 Кегрс Ann, (M). 
2.2.5 #6 М, 是 给 定 的 模 ,! РАЈЕ, BIS Ann, (M), 
则 M 的 子 群 N 是 R- 子 模 <=>N 是 R/1 РЯ, ЭН, 
Hom,(M,N) = Hom, , (M, №), 
Lat(M,) = Lat(M, ,), 


23 同 态 分 解 


将 给 定 的 同 态 分 解 为 两 个 〈 其 中 至 少 有 一 个 具有 所 需要 的 性 
ДД) 回 态 之 积 常 常 是 有 益 的 ， 下 面 的 同 态 定 理 就 是 这 样 一 种 分 解 
的 典型 实例 ， | 

2. 3. 1 同 态 定理 ”每 个 模 同 态 a; A—> B рлу У а= оъ 
的 形式 ,其 中 vp; 4->A/Kera © H RW А), 0 

а, A/KeraDa+ Kerat—Əa (a) EB 
EARS. ШУМ, о 是 同 构 当 且 仅 当 а EMAS. 
证 ， 首 先 验证 a' 是 _ 4/Kera Aj В 的 映射 ， 事实 上 , 令 
a + Kera= a, + Kero, 
1] а, =a +u, uc Kera, 于 是 
a! (a, + Kera) = а(а,) = a(a + и) = а(а) + alu) 
= 2(0) =a! (a + Kera). 

а' TRE- EARI. 
| үс, + Kere C A/Kera, 令 a’ (а, + Kera) = a(a,) =0, W a, € 
Kera, 从 而 

otKera=0+ Kera =0 € 4/Кега, ` 
JIH а" 是 单 同 态 . БИ 

最 后 , VaC A, a’ (ó (a>) =a! (a+ Kera) = а(а). 

ЖН  a=a'>v, 

因为 о 是 单 同 态 且 Ima” = ша, WE о 是 满 同 态 , W a” 也 是 
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满 同 态 , 从 而 必然 是 同 构 ， 反之, 若 a/ 119, а" 当然 是 满 同 态 ， 
аА. ШП | 
2.3.2 推论 а, 4->B 是 一 模 辐 态 , 则 
&; A/Kera Da + Kerai>a(a) С Ima 


2. — 18125), М 4/ Кега Ima, 
ШЕ. & 是 从 а 通过 把 Codo’ = Сода = B RA A Ima 而 得 到 


HJ. D 
HTI K 可 视 为 代 Ra 或 RR R Rr ЖЕЛ ЦИ] ЖО ГУА 


有 果 很 容易 转移 至] КЫЕНЫ 去 ,下 画 的 情形 也 是 如 此 . 改 
如 不 特别 说 明 , 下 男 如 及 的 同 态 都 指 模 国 态 . 
2.4.5 ХЕЗЕР) A BAANG A, RNE 
(b+ CG)/C#=B/(B í С). 
HE, ТЇ, FREARS 
v: B+C-=(B+C)/C. 
它 的 核 Kerv =C, HAR p ETIR B 上 的 限制 
а; =v| a; В» (B+C)/C. 
91 Kera = ВОС, 村 是 由 2.3.2 ИЕ 
 (B+C)/C=Im>= (В +C) =p(B)+p(0) = 2 (В) 
以 及 В/‹ВПС) = та= а(В) =»(B) | 
改 (B+C)/CEB/(BNC), D 
注 ， 本 定理 也 可 以 不 援引 2.3.2 而 直接 验证 
B/(BACDb+ (ВП СуҥэЬ+ СЄ (В+С)/С 
АЈ ШЕН. 
2.3.4 推论 A= BGC=> A/C= B. 
证 ，4/C=(B+C)/CsB/(BnC) =B/0 В, D 
2.3.5 引 理 (Zassenhaus) SU CI UN A AA U! Va A, || 
CU’ + UNV UV’ + (ОПУ )) 
= (V? + UUV)’ + (U? n V). 
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ШЕ, HIH, А РОЛИ) U ПИ) + (V? ПИ), 
由 于 这 一 表达 式 关 于 U KV 是 对 称 的 ; 故 右 端 也 同 构 于 它 , 从 
MARHE. 
ОПУ wwUNT, 故 
U’ + ОПУ) = ОПУ) + OU + (U +V)). 
此 外 ,依照 模 律 (1.3. 16) 
UNV NU + (ОДИ! )) = UNANU’ + (ОПУ) 
= (U ПИ) + (ОПУ), 
由 第 一 同 构 定 理 得 | 
(U + UNV/U + (ОПУ? у) 
=((U NV) + U’ + (UNV /UV + UNV')) 
(UNV/AUNDN (U + UNV))) 
=(UñVy/ <U NV + (СПИ). Ü 
2.5.6 定理 (第 二 同 构 定理 ) 5 C<<B<a A, 则 
A/B= (A/C)/(B/G) , 
W: $ v1: 4— А/С, 
>: 4/C— (А/С) (B/C) 
分 别 是 目 然 满 同 态 , 此 处 ,由 于 CA B<. A, i B/C<4A/C, B D) ФЕ 
实 是 从 模 А/С 到 它 的 商 模 的 一 个 自然 满 则 态 . 由 2.1.6 引 理 , € 
成 映射 var: BEMS. Н.Н 2. 3. 2 推论 ， 
A/Ker(>,>,) # (4/0) / (B/O). 
但 按照 2.1.8 引 理 ， 
Rer(2221) =v, (Rerp) =>, 1(B/C) 
=p, \(р,(В)) =B+ Кегр, = В+ С = В, | 
m 2/32 (Z/6Z)/(3Z/6Z). 
下 面 将 要 介绍 的 定理 可 以 看 作 同 态 定理 2.3. 1 的 推广 . 
2.3.7 定理 $ a, A— B ÈS, фр; А> С 是 一 满 同 态 , Н. 
Kero<4Kera, ШАТЕН — 18155 A: СВ, 使 
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(1) а= Аф, А « B 


(2) ImA = Ime, 


(3) å -ARAA Kero = Kere, P 
注 ， (1) 意味 着 右 图 可 交换 . C 


证 ， 因 为 p 是 一 满 同 态 , 所 以 WecEC, 3a € A, # p(a) =с. 
V c CC, 可 选择 一 固定 的 a。.€ A, fE ф(а,) =c (援引 选择 公理 ), 则 
通过 令 Ale) = 《ao), 定 义 一 映射 4, С-В, 为 了 验证 和 4 确实 是 一 
映射 ,必须 表明 ，%(c) = w(oo) 与 < 在 mp 下 的 原 像 a, 的 选择 无 关 . 
FE Eo Ус,а,С 4,6 ф(а)=ф(а„у =c, M] ф(а—в„) =0, B 

(a —a,) C Kero=.Kera, 
从 而 ala —a,) =0,%Ж ala) = а(а,) = À(c), ТУ) A 确 是 映射 .以 下 
WH А 是 模 同 态 . 
V сџ,с СС K V ris r, ER, HT p 是 一 同 态 满 射 , 故 存 在 a,, 
а, C A, $E ф(а;) =с,1=1,2, Р | 
Фф(а17, + 0,7,) = ф(а,)г,+ ф(а,)ғ, = Ciri + C7,, 
从 向 ACCT + Cara) = O(ari+ а„т„) = a(a,)r, + a(a,)r, 
= Ас), + A(c,)r,. 
至 本 1)〈《2 ) 可 内 的 定义 直接 推出 ,并 且 А 的 唯一 性 可 由 9 是 
右 可 消 性 ( 见 2.1.4 定 义 ) 推出 ， 以 下 证 明 (3). 

HRE 4 是 一 单 同 态 ， Va€Kera, 0 = а(а) = У(ф(а)у)у= 
pa) = 0 >aCKerp, ў Кегач«Кегр. HHE it E 4 Кего = 
Kera, 

其 次 假设 Кегф = Kera, MH Ale) = 0 Ж с=ф(а) 推 得 ala) 
= 0 >a C Kera = Kero>e=g@(a)= 0. ЖА RRNA. D 

提醒 注意 ,2. 3.7 定理 有 下 述 两 个 特 款 ， 

(1) а: A>B, A Kera, C = A/A , p =p: А» АЈА! , 2 
下 图 可 交换 , IEAk Alat A у= ala) 对 于 4 =Kera 这 一 情况 ， 
(1) 便 是 2. 3. 1 ASEM. 
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(2) SAVAIA aA, a =v"; A4>AJ A! C= А/А”,ф =v"; A 
АЈА", ЩЕТИ, А Аа + А”у=а+ A. 


А L B A d A/A' 
Ы y" 
A/ A! А/А" 


HE, S À) = Ва л ЕИ А 的 一 个 给 定 分 解 ， 我 们 探 
Ж A REMS В 的 分 解 性 质 两 着 之 间 大 在 何 种 关系 . 在 着 手 从 事 
比 项 探求 工作 之 剖 , 让 我 们 回顾 (内 ) 直 和 的 定义 (1. 4. 1) 
B = В,ФВ,<=>В = В, +В, ЛВ, ПВ, = 0. 
2.5.8 定义 
(1) hb: BB PKB HTD: <> JB, BIEB = B,GB.,. 
(2) А75 a, 4— В т ЭШК; <=> пол В 的 直 和 项 


(3) wida P: b—> C Pire ВНУ. «Когаз BERT. 
А ав 2.5.9515 KAR P 22 44, JPEN 
N | À = Ва, pij 


NS А (1) Ima + Kerf = p !(Im)A). 


M (2) Ima i Kerf =a(Ker)À). 
ШЕ, (1) 2¿= да> 12 = а( да) = B (Ima) 
=> В: (1А) = 8 (Pp(mN)) =Ima+Ker, 
(2) Ker) =Ker(ña) =a Kerf), H 2.1.8 EE, 
а(КегА) =a(a ~ (Kerß))=Ima N Kern. Q- 
2.3.10 推论 
(1) à Ewha > Ima + Kerf = ВМ) = В, 
(2) 入 是 一 单 同 态 访 Ima 站 Kerp =a(0)=0, 
(3) А E —IJ=Ima@ Ker = B. 
证 ， 从 2.3.9 引 理 直接 推出 .1 
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2.3. 11 推论 

(1) 关于 a, 4—>B, 下 列 命题 等 价 ， 

(а) a 是 可 裂 单 同 仿 ; 

(b) 存在 一 同 态 В, B>A pasla, 

(2) 关于 Bh，B->C, 下 列 命 题 等 价 ， 

(a) B ÆRES, 

(b) 存在 一 同 态 y С-В Ets py =o, 

НЕ. (1) (a)=> (b); A В =lma DB HS т; B—-Ima 是 通 

Дх (е (ау + Ь,): =ala), aa) Elma, b, EB, 所 定义 的 8B 到 Ima 
д ШЫ. М, а, 是 把 w И В W Ima В 2828, Ж 
HH | 

о 4Eama la) Elma, 
S psam 311175 | 
Bala) =а;іла(а) =a (a(a))=a, ає А 

JRH Ва = 工 4 

(6) => (а), Ң9Йа= 14,8 2. 3.1063) 知 ， 14 是 同 攀 之 lma@ 
Kerf =B<— a 是 可 裂 单间 态 . 

(9) (a)=>(b), &В=Кегё@В,, H B, 3 b>b6€ BEB 
Ж] BRESHKA. ШЕ, pi Æ ВЖ В, БАЈЕ, А 
辣 态 且 因 Kerp,= Kerf ПВ, =0， 故 1; 是 同 构 . Ayip T 
RR. V c CC, 

PrO = В.В (0) =p O) =c, 

亦 即 Ву = 10. 

(b)=> (a) ， 因 为 Ву =1lo, 由 2.3.10(3) 知 ,6 是 可 裂 满 同 态 .0 

我 们 需要 特别 指出 2.3.11 的 重要 特 款 是 ，w Æ TIR Av B 
的 包含 映射 而 6:B->B/4 е ЯНА. 
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$2.4 Jordan-Hölder-Schreier Z # 


首先 考察 一 模 4 的 子 模 的 有 限 链 及 其 相关 概念 . 令 

0 =B;4B,4B,—4B,<4: SB, aB = А, 

0 = Ca ССС ча AC, ЧАС, = А, 

我 们 分 别 用 В,С 表示 第 一 ,第 二 个 链 , 并 且 有 以 下 定义 . 

2.4.1 定义 0) ВЕКЕ: =k, 

(2) £ B 的 因子 依次 指 的 是 商 模 B,/Bi_1,i=1,2,，…,《, 其 
中 B,/B,_, Е B 的 第 :个 因子 . 

(3) 链 B 与 CG REER, BSG: <4 E BWR 15 
C 的 指标 集 y 之 间 存 在 一 双 射 0, 使 得 

В/В;_,==Св‹у/Св‹у-\› i=1,2, K. 

(4) 链 C 称 作 链 B RJ— T1i2nij Е B ЧЕ G 的 一 个 子 链 : 
< R В- СОЛ) R B ЖА G 中 删 去 某 些 项 С, 而 得. 

(5) RARR B 称 作 一 合成 列 ， 志 之 Vif=1,2,…,KLBi1 在 
B, 中 极 大 ](<=> V i=1,2,*- , КСВ,/В,_ 1 6 ӘС 2.1. 114)). 

(6) 模 4 称 作 是 有 限 长 的 ，<=<>4=0 或 4 有 一 合成 列 . 

Ж. ЖВ=С 且 对 某 固定 的 六 Bi = Bs1, 则 必定 存在 一 个 使 
得 ,从 B 中 删 去 B, 又 从 CG 中 删 去 Cy 所 得 的 两 个 链 仍然 是 同 构 的 ， 

事实 上 .因为 Bi = В,_,, Ў B,/Bi-1= 0, № їр Сос/Сеф-1 = 
0, Ўр 80 Сау = Cai. WE B, 及 Co 后 ， FX ЕЕ | 去 了 商 
模 B,/B,_, = Сг) Сгсу-1 =0, 而 其 它 的 商 模 不 变 ， 所 以 ， 所 E:N] 
两 个 链 目 然 仍 是 同 构 的 ， 

今后 ,我 们 将 援引 这 一 注 , 而 不 特别 加 以 指明 ， 此 外 ,显然 在 
(3) 中 定义 的 链 同 构 是 模 4 的 形 如 B 的 一 切 链 的 集合 的 等 价 关 
Ж. 

例 G) £$ V=V, 是 一 向 量 空间 ,而 令 {xiyxa， z.) V 的 
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一 上 基 , 则 
n - і я 
0 чих, Kx ax К + x, KA... NA > x K >x K= V 
| {= 1 {= 1 


是 的 一 合成 列 ， 

(2) Zz 的 每 一 链 都 有 真 加 细 ， 如 果 

0 aB aea 

是 这 样 一 个 链 , 使 B, 关 0， 则 由 于 22 FS TR, W B, + Z B 
的 ,于 是 在 0 与 B, 之 间 总 有 B, 的 非 零 真子 模 可 插入 其 闻 . 所 以 ， 
т. 没有 合成 列 . 

(3) Æ Qz 中 ,每 个 链 

0 |B aB, aB, = Qz, 

其 中 Bl 关 0,Be_1 关 Bi = Q. 在 0 与 B Z B5 Q 之 间 可 以 真正 
ДАИШ. 因为 模 Qz 既 不 合 极 小 ( 即 单 ) 子 模 也 不 含 极 大 子 模 ,从 
而 模 Qz 也 没有 合成 列 . | 

下 面 , 我 们 来 证 明 Jordan-Hölder-Sohreier 定理 .由 此 ,可 以 
得 到 一 个 最 重要 的 推论 , 那 就 是 , 如 果 一 模 有 一 合成 列 , 则 这 个 列 

在 同 构 的 意义 下 是 唯一 确定 的 . 

| 2.4.2 EJE (Jordan-Hóolder—-Schreiery 一 模 的 任意 两 个 
《有 限 ) 链 具有 同 构 的 加 细 . 

Ш. < B 5 C 是 模 4 的 两 个 给 定 的 有 限 链 , 则 模 

В;,, = В, + (В; П1С),] =1,2,-.. Í 
是 插 在 B, 及 B... G=0,1,2,:: , K — 1) 2 |8], НВ 
B; = Bi aAB, B, 4 яВ, = Ву. 
类 似 地 模 С,=С,+СС,,,П В), +={), 1, 2, ` K, НЕ C, 及 
C, iQ =0,1,2,-: l- 1) Z ЭН ж 
С,= Со, Cis A Gy, = C u, 

加 细 后 的 链 分 别 用 B* X C* ж т, б {ПЖ ЖЕШ ТЕ Л, 从 

2.3.5 引 理 推出 | 
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В,,,.1/ Визу С, 1,3 Соз ¿=0,1,- ,8k—1;7=0,1,. 1-1. 
由 于 在 这 里 ,个 同 物 实际 上 是 Вену АГЕ + K G* 的 全 
部 个 因子 间 的 双 射 , 故 BksCr. D 

2.4.3 推论 令 4 是 一 有 限 长 的 模 , 则 

(1) ЭП 0 =B, By B, = А 
的 每 个 链 召 可 以 加 细 为 一 合成 列 . 

(2) 4 的 任意 两 个 合成 列 是 癌 构 的 ， 

їЕ, O 由 假设 ,存在 4 的 一 合成 列 G, 按 照 Jordan-Hoéloler 
-Schreier 定理 ,B KCO 有 辐 构 的 加 细 列 B* 及 C*， 由 于 作为 
一 合成 列 只 有 平凡 的 加 细 , 故 由 2. 4.1 下 面 的 注 , 存 在 BB 的 加 细 
В° 使 得 ВС, T G 的 全 部 因子 都 是 单 的 ,所 以 及 的 全 部 因 
子 都 是 单 的 , 亦 即 B 是 一 合成 列 . | 
= D 令 B 及 C 都 是 合成 列 且 在 (1) 的 术语 中 ,马兰 C， 因 为 
B° 是 B 的 一 加 细 并 且 两 者 都 是 合成 列 , 故 推出 B= В, Am B 
=G. D 

22.44 EX 令 4 是 一 有 限 长 的 入 , 则 4 的 长 度 Le(A):= 有 4 

的 任意 一 个 合成 列 的 长 度 . | 

2.4.5 推论 SAUM, WRN: М 是 一 有 限 长 的 模 当 且 
ZAS М/А 都 是 有 限 长 的 模 , 并 且 

Le(M) = Le( A) + Le(M/ A). 

Ш. =, FA =0 RA = M, ДАЈЕ BH SBS. HS 0 学 A 学 

M 日 M 是 有 限 长 ,于 是 链 0 A.M 可 加 细 成 合成 列 
0 AA AA A у л Ar = Ava... A, = M. 
这 链 的 前 段 止 于 4 ,显然 是 4 的 合成 列 。 我 们 再 考察 链 
0 =4/АхАА„,,/ Ava... A, /A= М/А, 
按照 第 二 同 构 定理 ， 
(4, /4)/ СА» ы/4) «= A... / {Ак ы 

是 单 模 , 故 上 述 链 是 М/А 的 合成 列 ; 从 而 
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| Le(M) =Le(A) +Le(M/ 5. 
<, 令 4 及 M/4 是 有 限 长 且 令 
0 M4A,4.A,<.4:.: SA, = A, 
0 B B... aB, = М/А 

TEARM AKERI. 令 >: M-—-M/A EB ЇЙЇ ZS H. B: 
=p! (B), WAB, 日 2(B) = B,/ A= Bi R2B,.,/B; ЖАЦ, Н, 
| | B... / B, = (B,.,/ А) / (B,/ Ay се В, .,/ В; | 
也 是 单 的 , 从 而 推 知 | О 

OHA AA a А, = AaB AB 4 у B, = M 
是 M 的 一 个 合成 列 , 亦 即 М 是 有 限 长 的 , 且 

Le(M)=k+I=Le(A)+Le(M/A). 由 
从 上 述 证 明 中 可 以 看 出 是 怎样 从 4 的 合成 及 MM/ 4 的 合成 列 
制作 出 M 的 一 个 合成 列 来 的 . 
例 Z- Z/6Z 有 两 个 合成 列 
0 49Z/6Z<.Z,/6Z 

了 以 及 
| 0 —23Z/6Z.-+Z/6Z. 
第 一 个 的 因子 依次 是 

2Z/6Z = 2,/57,; (Z/6Z5 / (22/62) =2./22.. 
第 二 个 的 因子 依次 是 

32/62=7/27.; (7/62) /(37./67) =Z /5Z,. 
由 此 立刻 看 出 ,这 两 个 链 是 同 构 的 ， 从 以 下 的 考察 中 ,关于 有 限 长 
НУУ Jordan-Hölder-Sehreier 定理 的 重要 性 变 得 很 明显 . Z A 
是 一 有 限 长 的 模 , 而 B 是 4 的 任意 于 模 ，C ВИИ К, Ш 
B/C 下 是 4 的 一 个 合成 因子 ， 因 为 ,考察 链 

| 0 AC 4B<4A, 

则 此 链 可 加 细 成 一 个 合成 列 , НР СЕ B ik X, igk ZÉ ANA 
中 , 设 有 模 真 正安 插 在 C 与 也 之 间 , 从 而 3/C 是 4 的 一 个 合成 因 
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子 ， 在 同 构 的 意义 下 , 它 是 4 的 有 限 个 合成 因子 中 唯一 确定 的 一 
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$2.5 ЖЕҢЕ Ж 


由 前 面 § 2.2 的 注 (2) 知 ,对 每 个 模 А», Hom,CA, A) 是 一 加 法 
阿 贝 尔 群 ， 另外, Vay,pEHomas(4, A ,作为 它们 的 合成 Ba 仍然 
是 А, 的 一 个 自 司 态 , 亦 即 Ba € Hom, (4, 4), BEII S RHE 
地 具有 结合 性 ,同时 , 4 上 的 恒 等 映射 14 也 就 是 这 个 (合成 ) 乘 法 
的 单位 元 . | 

2.5.1 定理 Hom,(4, 作 是 一 具 单 位 元 的 环 , 如 果 它 的 加 
法 \、 苹 法 分 别 定 义 作 ，V ai, а, € Hom,(4,4),a€ 有 4， 

(а, +a, (а); = a (0) +а, (а), 
(ааз) (0): =a,(a,Ca)). 

证 ， 鉴 于 前 面 提 到 Нот (4, A) Р E 3 Jt 2 Е 2 BJ Di ZZ 
群 ， 关 于 乘法 满足 结合 律 , 故 只 需 验 证 分 配 律 也 适合 就 可 以 了 .。 

( (а, + G2) аз) (a) = (a, +a) (as(a)) = a,(as(a)) + а, (Gs Ça) 
= (410;) (а) + (а,аз) (a) = (a,Gs + G,Gs) Ca) 
=> (a+a,jas=adas+aaqq, Уа, Qs a, cHom,(A,A). 

Casla: +а,)) (a) =as((a, +a) (a)) = a Ca (a) + а, (а)) 

= as(a,(a)) +as(a,(a)) = (аза, + asas) (a) 

=> as(a, + a.) =asa, 二 as0 V a,,G,| a|, E Homg (A, 4), Ü 

2.5.2 定义 在 2.5.1 定 理 中 给 出 的 环 Homa(4, А) Ж 
Е As 的 自 同 态 环 (又 称 4 的 К-НУ), 也 记 作 End (Ар) 或 
End,( A). 

例 车 了 =Fr 是 域 玉 上 的 向 量 空间 , Ш End (Ик) 就 是 ”到 
其 自身 的 线性 变换 环 . 

Ж. Ж Ук 是 4 维 向 量 空间 ,0<n<<co, 则 End(V к) 同 构 于 域 
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K Enxn 方 阵 环 ， 这 一 事实 的 证 明 ,将 在 稍 后 更 一 般 的 场合 下 给 
MERNE Z, НЕБИ ЕК Е Епа (К). 为 此 我 们 考 
竺 ,对 任 一 国定 的 r, ER, 作 映射 
rP., КЭ rr, € R. 
根据 环 的 分 配 律 与 结合 律 推 知 , ro EC End(Rr). rR EEE 7 
诱导 的 左 乘 . $ o S End(R,), WJ V x€ R 及 单位 元 lg 6 R, 
ф(х) = ф(1,х) = ф(15) += ф(1) (х), 
Е ф=Фф(1) t, TAI 
RE = End (Rẹ. 
2.5.3 引 理 Яро; Rrr ERY 是 一 环 同 构 . 
ПЕ. Vr,,r,,* € R, 
(r, 十 72) P (5) = (r, fr,)x=r,xz+r,x 
=r P (z) +r DP (z) = (r tD rD) (2) 
= (r +r)(D=r D Ar, D. 
(тл) (z) = (rra) z = r (ryz) =r P CrP (z)) 
= (r, Pr, P) (х) 
=> (r r,) tD = 71607,00). 
于 是 р 是 一 环 同 态 
FK rP = r, => V x €G R, r, (z) = r, (Dr x= r,x. 
< x= ar isla =n. l>r i= r,=> p 是 单 射 . 
类 似 地 ,我 们 考察 R WERS RO, ABE 
RR = End(,R), 
现在 ,我 们 推导 关于 一 个 单 模 的 自 同 态 环 的 重要 结果 .为 此 ， 


我 们 先 证 明 l 
2.5.4 引 理 令 А,В ZATA К-К, HJ A ZJ B 的 每 个 同 态 
或 为 0 或 为 同 构 . 
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Ш. + а; 4-> B 是 一 同 态 . 由 于 Kera À E. АЖ Юй, 
Kera= A, 这 时 = 0 ,或 Kera = 0 ,这 时 ca 是 单 射 . 又 由 于 Ima 
B E. B і, WK sk. Ima = 0， 这 时 a 是 零 同 态 , 或 Inw=B, 这 时 
а 是 满 射 ， 于 是 我 们 断言 ,o 尖 0 僵 aw 是 同 构 . Ú 

2.5.5 引 理 (Schur〉 一 单 模 的 目 同 态 环 必 定 是 除 环 ， 

ШЕ; H 2.5.4 知 , 任 一 非 零 自 同 态 都 是 一 目 同 构 , 从 而 它 在 上 月 
同 态 环 中 必 有 北 元 , 故 该 自 同 态 环 是 除 环 .[ 

现在 我 们 转 而 考察 4, 是 任意 模 这 一 更 为 一 般 的 情形 . 
= End (Ap) ,在 右 模 里 ,我 们 第 把 月 Su ARK KOD, 
而 在 左 模 里 , 则 写 在 右边 ,并 习 , Ч Tacs, acA, HE а(о) ® 
Е аа, 则 容易 验证 ,As 也 是 一 个 左 S- HH, Vacs, a C A,r € 
R,a(ar) = а(а)г= (ga)r， 故 А 事实 上 是 S-R- 双 模 ， 往 后 , 我 们 
将 多 次 提 及 这 一 双 模 结构 ， 而 且 Ars AIA sAr 这 些 结 构 的 关 
系 , 在 某 些 场合 起 着 重要 作用 . 
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IEX и] ЛЕ [п] зк Эк [ЇН] ДР ЭРЕР» 4 ERER ЖИЛ ИШИ 人 这 及 其 相 

互 天 条 起 着 重要 作用 ， 
WEEK Е К- A, В, 可 赋 于 其 同 态 的 集合 Hom, (A, 

B) AFIN 尔 群 结构 ,但 一 般 不 能 作成 R-P, 然而 , 当 B=R 为 正则 
模 Ra 这 一 竹 殊 场合 ,我 们 有 一 用! 自然 的 方法 来 定义 它 的 模 运 算 ， 
使 Homa(A,B) 作 成 RK- 沈 ， 当 Ar 给 定 后 ,具体 作法 如 下 ， 

2.6.1 定义 ҮЈСНот, (4, К), АСК, 

(Ар Gay: = Аа) 1, аєа, 

МЕЛЕ: (Ар C ПНоть(4, К), _ | 

2.6.2 定义 对 模 A, 来 说 ,给 阿 贝尔 群 Нот, (4, POATA 
= (A, Deà, MJ Hom, Cd, R) £— Z R- 模 , 称 它 为 44 的 对 侦 
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模 , 记 作 48. 
E, 对 左 К-К А, K f€ Hom, (A, R), AER, MEH, S 
СА) а): = }(а) А, аєа, 
则 同样 地 可 验证 (4) € Нот, (A, R) ,于 是 在 模 运算 
G Aefa _ | 
之 下 ,; 阿 贝尔 群 Homp(A,R) 作 成 一 右 R- 模 ,也 称 为 "4 的 对 偶 
№, WIERA, ER HR A 中 的 元 素 ad 称 作 模 ИА 上 的 线性 
BJ ”作为 Z- 模 ,可 以 证 明 , Qi = 0, (2/27)4=0 D, Z Z: = 
证 明 留 给 读者 ， | 
作为 Z/2Z-1: , (Z/2Z53= Z/2Z. WA 
101/22) 
z JA (Z/2Z)54 5 7/27, 的 上 /2Z- 同 构 . 
为 了 运算 上 方便 起 见 , 下 面 引 入 一 新 记号 
ухєЄ АЖ y € 44,4+(х,у%у, = y (x), 
于 是 立 得 
(1) (x+y, х4) = (zm,xd) + (у,х%). 
(2) (xxt Ty) = (xxt) (х,у). 
(3) (Ax, xt) =A(x, xt), 
(4) (x xtA) = (x,x45). 
ЖА r, yE rA, xt, yt E RA AER, 
记 в; = (р.44) 4 = Нот (4, К), ЖКА A 的 双 对 偶 . 
现 考察 444 与 4 的 天 系 如 何 ， 为 此 , VrErA, 定义 映射 rtt, 


LRG TF, 
Y yT E „44,4 х44(уФу= ye Cx) = (х,у). 
Ш(2)Ж(4)51,5%#Є „448. 


2.6.3 定理 ”映射 ati 是 模 „А BERIDA AB „444 的 一 
个 R- 同 态 .( 称 它 为 从 ,4 到 A" 的 典范 园 态 ) 
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证 ， 由 (1) 及 (3) 2745, Ú 

注 ， 在 4 是 有 限 维 向 量 空间 的 场合 ,由 高 等 代数 知识 知 , 上述 
映射 хха 是 R- 同 构 ， 但 一 般 情形 下 , 上述 R- 同 态 既 非 单 的 亦 
ЧЕЛӘН. 

2.6.4 定义 若 R- 同 态 xH?xa E. A BU, EL ЖОЙ „4 E 33% 
的 . erti а, Е „А 是 自 反 的 . 


8$2.7 正 合 J 


在 $ 2.3 同 态 分 解 的 讨论 中 ,我 们 引进 过 表示 若干 同 态 之 间 相 
互 关 系 的 所 谓 交换 图 并 初步 领略 过 它 的 直观 作用 . 这 里 ,再 引进 
表示 一 族 ( 有 限 或 可 列 无 限 ) 同 态 之 间 相 互 关 系 的 重要 概念 ， 
2.7.1 定义 R 是 任 一 环 ,{M,} 是 一 族 尺 - 模 ,{9;} 是 相应 的 
一 族 KR- 同 态 , ЖЕН о: M,—M,... | 
(1) R- 模 及 R- 同 态 的 序列 (以 后 简称 序列 ) 
7M -> 


WEE i M) ALES, WF Ima, = Kera. NERES KIF 


列 为 正 合 列 . 
《2) 形 如 
0 — 4 í M В» 0 
的 正 合 列 称 作 短 正 合 列 , 
(3) 形 如 


NSP 0 (相应 地 , 0 = М5 №) 
的 序列 称 作 可 发 正 合 的 ,如 果 8 是 裂 的 满 同 态 ， 亦 即 它 是 正 合 的 ， 
而 且 存 在 R- 同 态 Fr:P->N 使 得 gz = ide WR P ҢЈЇН ЗА] 25. ОН 
应 地 ,如 果 /是 裂 的 单 同 态 , 亦 即 它 是 正 合 的 且 存 在 R- 同 态 p:N 
>M 5 pof =idy 为 模 MM 的 恒 等 同 态 .) 这 时 7 及 Pp 分 别称 作 
相应 可 裂 正 合 列 的 发 同 态 ， x 


° 42 ° 


| 0 MN ->P_>0 
称 作 右 可 裂 ( 相 应 地 , 左 可 裂 ) 的 ,如 果 NP 0 (相应 地 ,0 一 M~> 
№ т. 
Ж, O 序列 0->4->M 的 正 合 性 意味 着 Kerf = 0, 75 BD 3 
ж} Ж-А. НИШ MSW 0 的 正 合 性 意味 着 Img = И, Ўр 
表示 g Ы], 
(2) 显然, 作为 单 射 的 f 总 存在 一 映射 pi M-= A 使 得 pof = 
d4， 同 理 作为 满 射 的 g, 总 存在 映射 7T;W->M, 使 得 zg = id,, 
但 并 不 意味 着 , 正 合 列 0 ->4.2M( 相 应 地 ,M- 了 -> 0) 总 是 可 
ЗАО, НА ЕЖ о 与 7 一 般 未必 是 R- 同 态 . 
BJ (1) 若 fj: 4->B 是 ZZ- 同 态 , 则 有 正 合 列 
0 —Kerf— А БА В —>Cokerf. 
(2) # 1: 4— B в Z— 同 态 , 则 有 短 正 合 殉 
0 -> 4-5 В >Cokerf. 
E 1:4-> В ZAS, 则 有 得 正 合 列 
0 ->Kerf > 4 人 > 用->0 . 
D # PJ: 4 B E T & 2 同 态 , 则 有 短 正 合 列 
0 —Kerf— 4 —Coim7, 
也 有 短 正 合 列 
0 —>Imf > В —Cokerf. 
И Ет ТАЎ tu & ЖАЙ ЕЛ. 
2.7.2 引 理 Æ f: M-N £ R-AK, Ш] 
(1) f 是 单 的 当 且 仅 当 0 ->M->N ER. 
(2) J 是 满 的 当 且 仅 当 М-Л 0 正 合 . 
(3) f 是 同 构 当 且 仅 当 0 -~>M->N->0 正 合 . 
2.7.5 引 理 (四 引 理 ) Z R- 模 及 R-Jj2565 EI 
. 43 à 


Tj E. #17 ЈЕ, M 

《1)〉 a 是 满 的 , 且 2,6 РУ 是 单 的 . 

(2) ж#н, Н а,у 6 是 满 的 . 

证 ,下面 的 证 明 采 用 定 于 启发 性 蛤 所 人 硬 图 形 退 赶 法 进行 . 

(D 任 取 cEKery, НЕНТ Е, Olh (с) 2 = h'(y G)3= 0; 
=h (e) C Keró = 0 >c E Kerh = Img, KEE bE В, c= gb), AE. 
0 =y = pleg CE, ATT BO С Kerg = ар, X 
Faal EA ,使 ВО) =F Ca), GT о 65, W f Z a € A, 
fala) =a! ikp O) = f Cala Po) 由 于 及 是 单 同 态 , 故 2 
= je) ,又 由 行 的 正 合 性 知 gof= 0. БЕР e= gl) = gela) = 
gfca) 0 , 亦 即 Kery = 0 . | | 

(2) ERL EB, у 是 满 同 态 , 故 存在 cEC, Eg (b) = 
y(c)， 由 图 的 交换 性 ， 

СА Сс) ) = LAVAOPE k Cg’ (6753. 
由 行 的 正 合 性 知 , Ag = 0 , AI h(c) C€ Keró = 0 , сс Kerk 
=Img、 又 有 bE BE c=gb), fF 
g’ 67) =y (0) =y(g(0)3= 8 EA. | 
№2 -p EKerg’ = Іор, та C A! Ef a=b 一 
ED. XE] азу, MEE оС А, E a = а(а), TE 
b ~ py =] Ca) = F Ca (ay3= Bria)), 

所 以 = PLECA) + ВО) = Всі (а) + b2CImA, TB 是 满 的 . 0 

7.7.4 引 理 (五 引 理 ) 设 R- 模 及 R- 同 态 的 图 


A—— В——»0———> D —— Е 


“L 5 ч 


A— B! ——> — D — E 
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可 交换 且 各 行 泗 正 合 , 则 
ыр, 2, Pr ХЕ Ар р 是 辣 构 . 
证 明 留 作 练习 . 
2.7.5 引 理 ( 短 五 引 理 ) Z R- 模 与 R- 同 态 的 图 


0—>A——>B——> 0——>0 
pop p 
) — AÁ —— B, ——(* a), 
Г Н. # 4150 IE, M | 
(1) f Bj h Рр 
(2) f 2. h у> ЇЙ. 
(3) f 与 有 是 同 构 仿 8 是 同 构 . 
на. О 
现在 , 让 我 们 来 考察 可 裂 短 正 合 列 的 性 态 、 令 
0 -> AM 5 W—- 0 
是 短 正 合 列 . | 
2.7.5 引 理 &А;=0->4-—М-—И->» 0 255 FZ, Л 
(1) 下列 断 语 等 价 ， | 
(a) ARR; D AZIR; (c) Алу н] 2. 
(2) # A TZ E, h 与 go 是 其 相应 的 裂 同 态 , 则 
0 —-4-М<=-И—<-0 


ШЕ: (1) (а) <=> (Ь) 2.3. 1161), (ay <= (c) H 2.3.11 
(2) 知 . | | 

(2) &+Ь M> AZ: ШУШАШ, H fof=14. 由 2. 3.10 
(3) ЖП M = ImjG@ Keri; = КегефКегу,, 
由 此 推 知 gors,: Kerfo->W 
ERAR. KAARI h:W-=Kerf, 也 是 同 构 映射 ， 

S g = 00:0 > M RAAR HA ¿:Kerf,— M Ы, 
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HT gier  Kerf,—W HEARS, К 

W = {g(x)IxC Kerf,}. 
于 是 20060 ()) = gih(g (ху) = gilhg(x)) = gG) = (ху, 
JPEN gg = ly. NHE fof = 12, Н (1) 

0 «АМИ 0 


可 裂 . 


#x >} 

1L. RALE Мь,а: dL Z R- 同 态 , Bp BAA, CaA, M<. L,. 
人 \ 4L。 证 明 下 列 命题 等 价 : 

(1) a(BNC) = а(В) N a (Gy; 

(2) (B+ Kera) N (G+ Kera) = ВПС + Keras 

(3) (BAN Kera) + (CN Kera) = (B+ С) n Kera. 
下 列 命 题 等 价 ， 

(D a`(M +N) =a (M) +a- (Ny); 

(5) (MN Ima) + (N Ima) = (M + N) N Ima; 

(6) (M +Imæ) N (N + Imo) = (MAN N) + Ima, 

2, 对 任意 模 Mrs A Hom,(R, M) S&M, 

3. 作为 2-9, A О-0, (Z/2Z)y3=0, Z:2Z vz 
(2/п2)%= 0,14% Z/nZ-#,(Z/nZixZ/nZ. 


О» 4. 若 Vg 是 向 量 空间 ,证 明 其 自 同 坊 
b. | # End (Ик) ж E. Ri) #5. 
мм Nr 5.2 М, 3:48, N End, (M) 是 
N Z RIR, 
IN 6. 289, А-д RR- 同 志 的 序列 
MI MSM 


正 合 的 充 要 条 件 是 存在 上 面 交 换 图 ,其 中 “对 角 线 ?序列 全 都 正 会 。 
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第 三 章 “” 直 积 、 直 和 与 自由 模 


在 模 的 结构 理论 中 , 一 方面 ,我 们 试图 通过 加 性 分 解 或 剩余 类 
分 解 ,把 给 定 模 归 约 为 较 简 单 的 模 ; 为 方面 , 我 们 力图 从 给 定 模 去 
Мут, З, 这 种 构造 并 非 随 心 所 欲 , 其 中 一 个 指导 原则 是 ， 
涉及 模 的 问题 往往 具有 所 谓 的 泛 性 性 质 , 模 的 积 与 余 积 就 是 这 类 
问题 之 一 . 


$3.1 积 与 余 积 的 构造 


首先 回顾 一 下 荣 些 集 论 的 概念 . (АСЕ АЗЕ 107 
的 集 族 , 则 这 个 族 的 积 114, 是 一 切 映射 
а-ја, V: €l, a(€ A, 


的 集合 . 

约定 记号 ， 

(1) а: =al) ЖЕ a 的 第 :个 分 量 . 

(2) (а;); = (а(:)), =a. 
在 上 述 约定 记 法 之 下 ,显然 , V (a), (a) € ПА, 

са) = (0,) <> Vi Еи = а], 

此 处 ,指标 集 7 不 必 是 可 列 的 , 但 车 1 是 可 列 集 , 比方 说 1= {1,2， 
3, }, 则 记号 


(G, G, Gs |.) = (a) = G 


也 经 常 使 用 。 若 1 是 有 有限 集 ,比方 说 1= [1,2 3.-: ny, ЩЕ 
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(2,,а,,•. "yp: = (@;) = a, 
如 果 对 每 个 i € 1, А, 都 是 具 相 同 基 环 R 的 右 R- 模 ， 则 按照 分 
量 方式 定义 加 法 及 模 乘法 ， "s ЗГЕ P MEARE., BE. 


体 叙 述 如 下 . 
5.1.1 定义 (а), (b, EE IÍ, r€ R. 


加 法 ， (a) + (6;) = (a,+b,), 
ЖЗ Б. (a)r = (а). | Ес 
ARIES а= (а), B=), MU ЕЖЕ УХ Е 
(a+ pC) = aG) + pG), El 
(Car) G) =aG)r, El u 
不 难 验证 ， Паз 关于 上 述 加 法 及 模 乘法 作成 一 一 有 к, П 
Hf 
13206 UJ 4, 


就 是 ILA, 的 零 元 ,此 处 ,0; 是 模 4,276, 0-0: = (0-0) Жо 
= (a) RTIMEA. 


5.1.2 定义 ”元素 (0,)€ | [4 称 作 是 有 限 支 承 的 ， < 所 > 使 


得 ais0 的 5G7 的 集 是 有 限 集 ( 空 集 也 看 作 是 有 限 集 , 故 零 元 也 是 
有 限 文 革 的 ,具有 限 支 了 洒 的 元 有 时 称 作 几乎 是 零 元 ). 

从 子 模 的 判别 法 可 以 看 出 , ПА, 的 所 有 具有 有 限 支承 的 元 素 
所 组 成 的 集合 作成 ПА, 的 一 子 模 . 

3.1.3 定义 (1) @ (AJ: 681 ж — ika R-i, M К 
ПА х А Є. 


tE 


(2) 4, 的 一 切 具 有 限 支承 的 元 素 所 成 的 子 模 就 称 作 族 


$€ I 


э 4$ • 


(Ai ED 的 外 直 和 (或 对 偶 地 , 称 作 族 (AJi € 1) 的 余 积 ), 并 记 作 
TTA.. " . | 
3.1.4 注 车 1 是 有 限 集 , 则 J]4,=T]41， 对 jE1， 我 们 
考察 下 面 的 映射 ， 
Л js а, > ања, E 4,, 


í € T 
с. TE A430) € 4, 
ç € I š € I 


URE A, Da a, С Ца, Ба, (=) - 0° эе] 
aj, 4 j=] 


ШАБ m, 称 作 ILA, 的 第 7 个 典范 射影 ，7y 称 作 4, 对 ITA, 的 典范 
敬 入 (或 典范 内 射 )， 不 难 直接 验证 下 面 的 引 理 . 
3. 1. 5 引 理 
(1) z; Клос АА. 
(2) 15 Мот, 是 单间 态 . 
(3) 7,01, = [Lass к= 
0 АЈ 
(4) (07;л,) = отут, (уто) = утуо. 
(5) 车 1= {1,2,… n), M 
(NT) =N Tysla: = Умит, у. 


5.1.6 定理 {Aili ED 为 给 定 一 族 R- 模 ， 则 它 的 积 ILA, 与 
RE IM 分 别 具 有 下 述 所 谓 泛 性 质 , 

(1》 对 每 个 R- 模 C REA R-S y: C—- A, 的 族 {уг € D, 
者 存在 唯一 R- 同 态 y;, СПА, В УСІ В y, = m y. 

(2) 对 每 个 R- 模 了 及 每 个 R- 同 态 би A.B 的 族 {Bli EL} 
都 存在 唯一 的 R- 同 态 A. ITA >B, #5 Vici, B= Вт, я 
Kn 分 别 是 典范 射影 与 嵌入 ， 
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ШЕ, (1) ВАН ЕВА КУС) 构造 所 要 求 的 R- 
[н] 25 V: C— ILA,, 而 这 只 需 令 V cC C, у(с) = (7;Сс)) Є ПА,, Ж 
у 是 一 R- 同 态 ,， B.V e € C, (m%;/y)Xce) = туб) 1= m; [(y,(c))] = 
y (e), MMY EL m y =? 至 于 唯一 性 ,显然 容易 推 得 . 事实 上 ， 
Ei y’ :C->JII4; 是 R-S my = у, Үс EC, 
у;(с) = (7,у')(с) = л,(у'(с)) = л,(у(с)). 
Аїр y (с) = (у;(с)) = ус), Ж y = у. 
(2) 类 似 地 , HARHAA R-S Lh СЕВ А. 
为 此 ,VY (a) ЄП, 令 PE) = 22 Вау), B$ BLC0)]=0, 此 


aiko 

ЖОПА, 的 零 元 .由 于 ПА, ERa G€ Dr ж Z ЖАЯ? 
0 并 0， 所 以 上 述 定 义 В НА 5 只 是 有 限 和 , 因而 是 有 意义 的 , 
е РЕ 是 一 R- 同 态 且 是 满足 pn = В,, VICI 的 唯一 R- 同 态 的 推 
证 了 过程 ,与 (也 中 的 7 完全 类 似 ， D 

5.1.7 Ж С) 5.1.6 定 理 中 的 泛 性 性 质 ， 显 然 在 同 构 意 义 
"Кә 分别 唯一 地 决定 了 积 ILA, 与 余 积 ЦА. 

(2) 3.1.6 定理 中 唯一 的 R- 同 态 y: СПА, 及 8:Ц4г>В, 
分 别称 作 同 态 族 {?4jE ЛА АСА, 并 分 别 记 
y = Пу EL = IA, TEES 6507, (Пу,) = PRIL) N= Bie 


93.2 内 直 和 与 外 直 和 的 关系 


在 前 面 两 章 里 ,我 们 先后 引入 了 内 直 和 与 外 直 和 两 种 概念 . 现 
在 我 们 证 明 , 这 两 个 概念 并 不 存在 本 质 的 差异 , 所 以 , 在 大 多 数 场 
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合 , 我 们 都 把 它们 等 同 起 来 而 不 致 发 生 误会 . 
首先 , 因为 我 们 有 典范 内 射 
п: 4; Da GE ЕК? 
{ЕІ 
м [0; 对 ау. 
此 处 a ,G:) 1, зз 
令 Ау =n (Ap, M] A,= A, BAU. # 1 = {1,2,.… ny, Д] 
推 知 
а, = (0,---,0,a,,0,..., 0) 
全 第 j 个 位 置 
Н. 4, ={(0,.+,0,а,,0,+-,0)]6,Є A,). 
жута 
5.2.1 定理 (41:61) R- 模 , 则 
TT4 = 4, H 4A,= A,. 


tET € 1 


换言之 ，44 的 外 直 和 等 于 | 4 的 同 构 于 A, 的 子 模 4, 的 内 直 和 ， 


$€ I 


ш. HACE хва, У ча, 反之 , 令 


IETF t€ r 


0 = (a,) Є T] 4, 


tE 
HS G, 0,9,5 0, +, 01s +0 而 对 其 余 一 切 C I, H =, | 
(а)Є А. + A'r +... + P 


JPEN [ 4. > , 


{ЕІ EF i 
从 而 TT4,= >]4,. 
4 € 1 € € IÍ 
其 次 , Ф (а) EAN >14,,WNJ (ap = 0, HE i 
t= $ 
{ЕІ 
А, П 514 = 0, 
kz 
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H Ioau + 


亦 即 > z,=- Сл, 


t€ I í € 1 
后 ,由 于 4, Э 2—7; Ca) =a, CG II E-HARS Л 4 
ç € T 
ASA) = Ахая [| 4.. { 
iE I 


注 ， 由 于 定理 3. 2. 1 的 缘故, 通常 内 、 外 直 和 的 差别 常 被 忽 
略 , 而 径直 称 它们 两 者 为 直 和 , МЕО, 


<t 2С1}, {BrE Г: Б: НУР: 族 R-i, Hu {21161} Е. |А] 
A 0i 4,— В, о. A тн 


Ta: та Э (api (a, є, 


£ € Í £ ЕЈ í € i 
Da: О, Э (а) 0а (ад) € (D B, 
í € I ТЄ 1 ¿€ T 


ДЕ Ж. УШЕЙ] E [н] 9445199 
D Па, TÄ а, 是 单 的 所 > VE Ге, 是 单 的 ] 
(2) Па, ERIE Фо, AHA VE Го 是 满 的 ] 
(35 Па; E 8) <> Go, E |8) <> V Ella; ж]. 
证 ， 留 作 练习 . 
3.3.2 PIE 除 保持 上 商 的 假设 外 ,进一步 令 
ti: Kera, Э 20,6 А, 
н; Ima; 2 b; mb; E В,, СІ 
ШЕТШ RORE S 2 E [А] 7. 
(1) ][IKera,3 ta) ua) є ке Па) 


IET t€ F 
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(2) СЭкего, э (G,)— (u С0;)) Є ке Фаг) 


t€ 1 $€ I 


(3› Jima (әкә (Фә) € Im (П) 


PF er 
(4) Pima, D (b) (о, (b,)) € Im (Da) 

从 而 [IKerai=Ker( а), СӨкега,=ке Pa), | 
11 ie7 pa 1 
IImewsIm( Па, Флага а) 
єл єл Ку 27 

Ш: 0) 首先 验证 Y) С |[Kera,, CE G Cap) 属于 
ie7 

Ker (Ie) 这 是 四 为 (Lo (aD) = Colusa))) = (a,Gap) 


= 0, HIK, 因为 i: Kera — А, 是 单 (Ж ү А 3.3.1 ЖП 


П: TT Kera; Э (a) (о; (2;)) € 14, 


{ЕЈ ЌЕ T € I 


CELAS, HATEN u Æ TI Kera, 到 Ker (TIam 
М, 只 需 验 证 


=, =- Ker Па) 
名 可 ， 前 面 已 证 


(He) 


sE T t€ I 


WO V (ape Ker( TIa },ж(ТТо‹)‹р =0, (0;(2)) =0, Vic 


i€ І (€ Z 


TACH, =0, 8] а СКега;. FA V: € I, 
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ca) € [[Kera,, GO) = бар) € Im (TIu ). 


IETF t€ T 
《2)，(3)，(4) 的 证 明 类 似 。 Ц 
3.3.3 引 理 设 {Adi€E1},{BjljE J 是 给 定 的 两 族 R- ШІ 
Homs( 4., [[В,)э pmpn € II Homa(A;, В,) 


是 一 群 同 构 . 
ШЕ. ` 是 A, 到 Da 的 典范 内 射 ,p E pazili B, 的 


t€ T 


RENEZ 是 | 8， 到 B, 的 典范 射影 ， H V p € Home| А, 


i € I 


TIB) (mpn E T] Homs, B). 


562 (i 1 EITXJ 


JE, Y p, pE Hom,[ DAs, Пв,), 


{ЕТ JEJ 
Cp + pmp +) 1] = пуфу + TN 
故 这 一 映射 显然 是 一 群 同 态 ， 以 下 分 别 证 明 它 是 单 的 及 满 的 . 
АЕБ RRI. Vo= pE Hom: (4, IB), W 3 (а) € GA, 
E ф((а)) +0, 2964) = 之 a, T£, pa) =p (Zap = 


Dola) +0=>9іС1, {8 ф(а,) 550, {Н a,=n (а) W 0#=g(n, (a) 
= (фу) (а) Є |] Bi>3;6J {й mpna) 02р, 0. 


JEJ 


再 证 是 满 的 . V (GQ) E ПНошт» (А, B,) ‚ 对 固定 的 i € 1 > J H 


A. 4; 
| ~ 1; | 8 
ИВ, В j ФА; | HB, 


Л; 


Р 
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同 态 gw: Aə— B, 所 组 成 的 族 {ojijE J}。 由 定理 3.1.6(1) ,存在 一 
А5 A: 他 二 8 使 得 左上 图 可 交 猴 . 


RERNA ва A—>1IB, 的 族 (B, 81), 由 定理 3.1. DA 
Ж — 815 Ф; ФА4,-»ПВ;, 使 得 右上 图 可 交换 .于 是， ад ==, P, = 
лур, KASEMA. D 

特别 情形 是 


Homs( 4., B) = 1нотьс4, В), ХЕ фэ (фт). 


Homa( 4, [J B,)= нот, CA, B) Xi pimp). 
JEJ JEt 


$3.4 H 由 Ж 


E E AE 25 [А] КОЕ, 必然 保有 向 量 空间 的 某 些 属性 . 问 量 
空间 的 许多 属性 源 于 它 的 基 。 本 节 对 拥有 基 的 模 一 一 自由 模 予 以 
刻 划 . 

3.4.1 定义 令 尺 是 合 么 环 而 3 EFSER, MEES 上 的 
B 由 及 - 模 指 的 是 一 RR- 模 忆 连 同一 映射 f:S—F, 使 得 对 任 一 R- 模 
М 及 任 一 映射 g:5->M, 痢 存在 唯一 的 R- 同 态 h:F->M, 使 得 下 图 
可 换 , 亦 即 好 = g。 这 样 的 一 个 自由 模 记 作 (F, 了 )、 

3.4.2 定理 ZF N 是 非 空 集 8 上 的 ”5 一 一 77м 
На R- 模 , MUJ f А 且 Imf E FB E р 

ШЕ. EB Sh Ж S 是 单元 素 集 , Mig 
ЖАнА). йе Үх=уУЄ$, RAWE f(x*) 和 关 f(y)。 为 此 ,不 妨 选 定 
至 少 含 两 个 相 异 元 素 的 R- 模 对 ,以 及 选 定 使 g(x) 关 8g(y) 的 映射 8 

SM, X h: F-- M E А. |= 8 的 唯一 同 态 ,于 是 


F 
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os ВЕС) 1 = (х) Egy) = A[fOy) 1, 
从 而 导出 f(x) 关 f(y)， 
Тар FE， 首先 令 4 是 由 Imf 生成 的 的 子 模 , 考 察 下 图 ， 


= 


F 


£ 
A 


5 — mf < 
一 
| 224 


Е 
Жип, Æ Imi 到 A 的 包 人 台 映 射 , 04 AFERRA m Г: 
5-> ој 是 通过 令 V xC S,ft Ga) =](х) 给 定 。 ШТЕЕ S КЕН 
由 的 , 改 存在 唯一 的 R- 同 态 5, F->A, 使 得 hof = ft. e karoh: 
Ё-> F J — ДЕ, 则 显然 它 是 使 hof =14010}* WJ R- FS. 但 FS 
于 的 有 目 由 性 决定 了 只 有 iE — H R- 45 0: F> F E bof =i eto f"; 
而 显然 = id, (F— F HERRI EEX А-1], Й 
t eh = K = 1d,. 于 {дой 是 满 射 , 履 依 2. 1.6, га 也 是 满 射 ， 即 亦 
A= Е, Jü Imf 是 五 的 生成 集 ， П 

3. 4.3 定理 (唯一 性 ) 令 (FP 是 非 空 集 和 Б-Н, M 
(六 ?也 是 $ 上 目 由 模 当 且 仅 当 存 在 唯一 的 R- 同 构 1:F->P’， 
使 得 7of = F. 


s— í pr s — /7 pF 
A 

А РА ú “© 

Е Е 


HE, =>, (Е/,]')455 ЕВН, ОНЕ R-EJS ЕРИ A k 
FF { ® ЛТ УЕА АГАГА, Доо Ко =f FE, 
我 们 又 有 可 换 图 (左下 图 ). 但 显然 了 > 了 的 证 等 同 态 idy 也 可 使 上 
面 的 图 完备 化 。 由 唯一 性 知 hej =, 类 似 地 可 以 证 明 jo = idr 
ЖШ, k EER R- 同 构 . 
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<=; BEREE WE. 亦 即 存在 唯一 的 R- 同 移 1:f>F/ јо} 
=P, PER f= sf, 利用 这 一 事实 ， 我 们 来 证 明 E, F) ZE S 
过 是 上 自由 的 .事实 F, HU (F, DESEE RIER, IER R-i 
4 总 任意 映射 8:5->MM, 右 上 图 可 换 , 其 HE koj lef’ = Ле} = 
E t, Fr ->M BEE tof =g BJ R-I 28, MU IS аР. ojof 
=g, ША Е 8 гој = А, AME t= hkj, СР, Ру S 
РЕВ, U 
5.4.4 定理 (存在 性 ) ”对 每 个 含 么 环 R КЕТА ЕЗ 集 5, 总 
fz: $S 上 的 自由 R-i, | 
HE; E 3.1.7 注 (2) 知 ,Rs 89 $ ЖЕЛЕП RO 仍 是 一 个 
R-i, 以 下 只 需 证 明 (R', 用 就 是 5 上 自由 R, 其 中 喘 射 f:5 
RO H FRE, 
15, = $ 
YES, ALOI = NP ы, 
为 此 , 令 M ЕВН, g:5->M RES ЖОКТЫ А, RO 
>M 如 下 ，VYOERS3 , 令 | 


В(0) = > 9з) (з). (ж) 


s€ £ 
HT Ө ПОЛ Ж ЖЕ, G) rin RAS 限 项 非 零 Дх 验证 ,4 是 
VsES, [JG Л = 176) 700 gG) = (з), 


上 € 8 


Яр hof=g， 其 次 ,VY 0E Re, YtES, E 
ә 57 ° 


bg =gDla= DOOD = (DO), 
ЗЕ # гЕ8 


从 而 
VOER®,0 =X 0f). (жж) 


ES 
假若 kRO >M у Eh of =g 的 К 19125, Ш Н G) K 
(аж), ЧЕ OERD, | 


h’ (0) = W| DOOF |- Уә 
Єв s€ 8 


= У10(5)2(5) = (0), 


JA h” = А, 0,5 LÉH R-E, D 

以 上 定理 表明 ,在 同 构 的 意义 下 , 在 给 定 非 空 集 $ 上 只 存在 叭 
一 的 自由 R- 模 ,而 作为 一 个 模 弄 ,S$ 上 的 自由 R- 模 指 的 就 是 模 R, 
的 $ 个 拷贝 的 直 和 Ко = (4, EH VIES, 42Р, 


46 8 


3.4.5 定义 ” 称 R- 模 是 自由 的 ,如 果 存 在 某 非 空 集 $5 上 的 
НЕН R- 模 (8, 了 有 使 得 MM 5 Е |Ә. 

3.4.6 定理 (F, EdE22 5 上 上 自由 R-X, Шар Е 的 
基 . КА FSR”, 

证 ， 由 于 3.4. 2 已 经 证 明 Imf E F 的 生成 集 , Pr Uj FH 8 
证 明 集 Imf 是 自由 的 为 此 , 令 f(x1) ,f(x,)，…, Ра) 是 Imf 的 
任意 有 限 多 个 互 异 元 素 , 并且 


Safa) = Уу piil) or, PiER. 
REER, V: = 1,2, ...,т, a,= B uk i Y , ZJ J> 


0, H ( V D хх, 


TOR . 
Qi 24 (9) х= xí, 
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= меча 


0,34 ( V i) хах 
¿G= | 当 і 


| В, 34 (3 D = x, 
是 $->Ё 的 两 个 映射 , 亦 即 0，cER's， 则 由 上 面 3.4.4 证 明 中 了 的 
等 式 (xx) ， | | 

9= 27 OO = Data), 


&= 2) 600/09) = > б}, 


推 每 9 = Ё, МТП Vi=1,2,: m, 0 (x,) = 6 (Xi) ‚В а; = ñ. 1 

5.4.70 若 (M,o) 是 非 空 集 8$ 上 自由 R-4Ë, W| Ima E М 
的 一 基 . 

证 :由 3.4.3 定 理 ， 存 在 R- 同 构 疡 R ->M， 因 为 已 知 Imf 
是 自由 模 (R'e?, 力 的 基 , 故 Пшр = Ima 自然 就 是 М ЖТ, 
为 同 构 上 映射 总 把 基 映 成 基 。[ 

THANH K- 模 的 自由 性 建立 一 种 简易 直观 的 判 据 ， 

5.4.8 定理 任 一 R- 模 M 是 用 由 的 当 且 仅 当 M 具有 基 . 

ШЕ; >; 3.4.7 推论 已 证 明了 MAE. 

<, 假设 8 是 M 的 一 基 , 且 令 (R'2, 力 是 ?3 上 自由 及 - 模 , 于 
是 ,对 于 包含 映射 :5 一 MM, 必 存 在 唯一 的 R-AZ h: ROM, E 
$F hof =46s, 以 下 内需 证 明 4 是 一 R- 同 构 , 从 而 推出 是 自由 R- 
іЯ. x 
首先 ,Im8 是 M 的 子 模 , 并 且 由 于 

Saimi aimh 

而 5 XE M 的 生成 集 , 履 Imh = M, Mi В ERY. 其 次 ,由 3.4. 
4 定理 证 明 中 的 等 式 (x) 推 知 , У ӨС Кегли), 


0=h(0) = `> |9()ь„(з) = 210689: s. 
s€ 8 


s€ 8 


ИХ, 由 于 0 的 有 限 支 承 性 , 存在 S 的 有 限 子 集 {z:，… xs} 使 
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ӨСх) = 0, Ух $\{хү, е әл}, 
KERTH: 
Soano. 

HF Listas ‚Ж, 是 基 Š 中 的 # 个 互 寞 元 素 , 当 然 {x1,…,*»} 也 是 
自由 的 , 故 Vi=1,2,- 00(02) =0, AW 0 =0,À EAS, 0 

5.4.9 推论 若 放 是 一 自由 R- 模 , 则 M 必 R- 同 构 于 若干 Rs 
的 拱 贝 的 直 和 , 更 确切 地 说 , Ж {alic} E M — 3, WJ M = 
Сар, Ж V i€ 1,a R= Ёк 


{Є I 


Е. H-T(aj € YE 村 的 基 , 故 M= Фак, Shr) =ar Ж 
t€ I 


ВАА: RaR, Ж БИШЕ, f, E. R- 同 构 . 0 
5. 4. 10 定理 {ali CIA h R- M 的 基 , 而 {bji € 1 E 
任 一 R- 模 NN 的 一 кл." 则 由 存 在 唯一 的 R- 同 态 f:M->N, 使 得 
(УЕР Ка) = 

证 ， 因 M AS TRE TE алик жит 线性 组 
В, ҮУхСМ, эпе, А,ЄР, 1 


= ущ. 
A 
7 fœ) = (беа): Do 


显然 fiM->N 是 一 映射 ,而 且 是 R- 同 态 ,并 且 РЄ, өр =b, 
假若 8:M->N 也 是 使 VICI gla) =5b4 的 R- 同 态 , WJ V z = 


> tihs 
209 = (ел, )- Уа А; = Sa = fO, 


í = 1 
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Aü g=f,1 的 唯一 性 获 证 . L 
5.4.11 推论 — B E R-Ë: M 的 一 非 空子 集 , 10 06:8» M 
是 包含 映射 H| B МУНУМ, DÆ B LEH R-E, 
Ш. =>; Ж B M,N 是 任 一 R- 模 , Н g: B> N 是 任 
一 映射 ,由 3. 4.10 定理 知 , 存在 唯一 的 R- 同 态 f: M= N E V b 
Є В, f(b) =g(b), ЯКЕ 15 Jora = gz. СМ) Æ B EE) H R-E. 
<=: Ж(М,1ь) = B EH H А-1, ШЕ 3. 4.7 推论 , Im E = B 
便 是 Mø. П | | 
5.4.12 推论 若 R- 模 M= M., B V 461, B, E. М, 


4 € 1 


基 , 则 UJ B, Мру, 


A € Í 


h 


ӨМ,=М 


т.е 


证 ， 对 给 定 的 M 的 基 Ba ZR FE, Hajn BEEE 
映射 ,m4 是 典范 内 射 ,zx 是 典范 投射 ,o ФМ, SIM, АШ 
Sf, e E (U В, 到 任意 R- 模 N 的 任意 映射 .因为 B, 是 М, 的 基 ， 


AEI 
故 由 3. 4. 11 推论 。(M;,4) 是 B, 上 自由 模 , 从 而 存在 唯一 的 R- 
EA O04.: Mi->N, 使 得 Orta = gla. 
ууєСм,, + 


АЕТ 


EC) = У) (0,.7,0) (у). (ж) 


HTF y АЖ, G) EX. T M>N 的 一 个 R- 同 态 , ЖН V x 
ЄВ,, 我 们 有 
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(2°4°],) (ху = > (0,°7,0вјл) (ж) 


# € 1 


= > L8,’ (27,02) ota] (а) 


= (0xcidy ова) CX) = (Өлова) (z) 
= (g°7a) (х), 
EF ja 是 包含 映射 ,而 {BA4%E 1 U В, 的 一 个 剖 分 [ 因 


A, 和 上 


Ж Ад, В, В,СМ, ПМ, = {0)8 0 € Bh. 8, ПВ, = 21. 所 以 
УхЄ В, (со) (х) = ga), BU Zo; = z. 


A € T 


X k. (DM: N 也 是 使 ks = g 的 一 R- 同 态 , 则 V 26 I, 


A € I | 
koroja = рејх, МҮ Котло = gej), {АЕН Өх 的 唯一 性 知 , kena = 0;， 
于 是 v ye u., 


161 


КО) = (koidani) O) = (урата) о) = > (Ёл) (у) 
AET À € IT 


= X, (0xmag) (y) =E), 


¿ € i 


w K = 6. 这 表明 ( (DM,,,) UB: EH R- 模 , H Im = UB. 


1 € I 


ECDM 的 一 基 ， П 


5. 4. 15 定理 ”每 一 模 Ma 都 是 某 一 自由 R- 模 的 满 同 态 像 . 此 
外 , 若 Ms 是 有 限 生成 的 , WJ Ma 便 是 具有 限 基 的 自由 R- 模 的 满 同 
态 像 

证 ， 显 然 ，M 关 他， 故 由 3.4.4 定 理 ， 存 在 M E B HRI 
(Р, р, ВАТТ, ЛУН лор =idw， 由 于 hof 是 满 射 ， 故 由 
2.1.6 引 理 ,h 也 是 满 射 ,从 而 M 是 自由 RAA 的 满 同 态 像 
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后 一 部 分 证 明 类 似 . D M id NM 

目 由 模 的 下 一 属性 ,在 往 后 有 重要 作用 . 

3.4.14 推论 Æ pg:Ap 一 Po 是 一 满 同 
SHEH Fs 是 目 由 模 , 则 gp 是 可 裂 的 (参见 2.3.8 F 
定义 (3)7)。 | 

Ш, $Y E Pa 的 一 基 , 且 同 VEY, 在 2 在 go 的 原 像 中 , 选 
Ea, EA HE | 

ф':Е Ebri ekar, EA, (ж) 


由 于 了 Е, 的 基 , НУ -РСҮ, BARAR AE a, C Á 使 
pla) =b, KORENT FA 的 映射 , 并且 可 以 验证 是 R- 同 
Ж. V 2;br,C Rs, 此 处 Y' 为 Y 的 有 限 子 集 ， 亦 即 忆 对 了 中 有 限 


bey“ 
个 5 求 和 . | 
фф”С5]Фг„) = p (2;a,r,) =2;p(a,)r, = Dibr, E Frs 
7:81 фф’ = id, Н 2.3.11 推论 (2) 知 ,gp TR, [J 


练 习 


1. + NAM МАМ», = 1， ду, f, E M= (Du. 证 ЕД, 


i= i 


(D SIN, = м, DA M/A M,/N.. 
i=1 i=] і: і {= 1 £= 1 


2. 32 M, 是 有 限 上 长 的 , 则 УС Hom,(M,N), £ & n€ N, 
使 得 M= Im(fn OKerf"n, 

3. 称 K-. 同 态 ММ, 是 正则 的 ， 若 存 £ R-F] # z:Nr—= 
Ma 使 得 fegof = f. 证 明 下 列 命题 等 价 ， 

(1) 了 是 正则 的 ; 

(2) Kerf 是 M 的 直 和 项 

(3) lImf Z N 的 直 和 项 ， 


ө 653 е 


4. 若 计 是 一 R- 模 , 且 f. М-М Z —R-F] # AFTRA F 
价 ， | 
(1) M= lmf@Kerfs (2)f = f°}. 
5, + Mr=0 Z £ M, = M IGO M, 的 R- 6, 而 5= End(M,). 
EA Vn N, Ss BA n AA, ЛІХА — 4" 42 69 5: 4], 
6. 证明， 环 R 二 0 是 除 环 当 且 仅 当 每 个 右 R- 模 都 是 自由 模 . 
ВЕД КАВИ. # 及 的 每 个 理想 都 是 自 由 RR- 模 ,证明 
R 必定 是 主 理想 整 环 ， 
8. 证 明 ， 若 fp,Bp 一 Cs 是 一 满 同 态 ,而 p:Fr>Cr Z — я, 
НЕ. х З, Аё —–ф', F ,—> В, ф= Вф/. 
又 当 Fg 是 自由 模 的 直 和 项 时 ,结论 仍 成 立 ， 
9. P 及 一 素数 ,Qp= {2z/p"lzEZAnE2Z}. 证 明 ， 


Q/Z = < Q, /Z. 


站 为 素数 
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PUR руж БЕ 


内 射 模 与 投射 模 在 代数 的 近代 发 展 中 起 着 重要 作用 ， 本章 将 
介绍 它们 的 一 般 属性 并 且 往 后 几 章 还 会 多 次 提 及 它们 

作为 研究 内 射 模 及 投射 模 的 一 种 工具 ,我 们 需要 引入 大 ,小 子 
Ж. 这 些 概念 在 其 它 场合 (比如 在 谈 到 根 与 座 时 ) 也 是 不 可 少 的 . 


$ 4.1 大 子 模 与 小 子 模 


4.1.1 定义 D 模 M 的 子 寞 4 称 作 在 邓 中 是 小 的 , 记 作 4 
SM OH Hi, ИЧЕМ ВЈ, Е АЧАМ): <> 
Y UMLA +U = M=U = М] 
〈 相 应 地 ,V U< ML A ПО =0=U = 01), 
(2) BHS a: 4 一 下 称 作 小 的 (相应 地 ,大 的 ) :< 和 > 
Кегач AGB Bh Ima Y B). 
注 ， 由 上 述 定义 我 们 立刻 推 得 ， 
(D AS'M<> V U м А+иём]. 
(2) AVM<— V UV M,U>0LA UP 0. 
(3) M>=0 AA5M= À > М. x 
(4) M> 0 A АМЬ A >e 0. 
4.1.2 B] (1) 对 每 个 模 M ,我们 都 有 0Z2M, MYM. 
(2) 大 每 一 子 模 都 是 它 的 直 和 项 , 就 称 该 模 是 半 单 BJ, ME 
FARS) 是 唯一 的 小 子 模 并 且 M 自 身 是 的 唯一 的 大 子 模 , 
证 ，A、*M 坟 存在 U4M 使 4®8U = M. ФАМ, ЩИ = 
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M, 从 而 4 = 0. АМ, ШО =0, №4 = M. I! 
(3) 平凡 子 模 0 是 任 一 自由 Z~ 模 的 唯一 小 子 模 . 
Ш. ФЕ = Z Жр: € NHE RH H 4-1, V0= A 


aF, Fata CA, E 
0 = Xi Zi + X, Z, 十 … + X, „тә 
其 中 z€ Z Н 2,90. WARA, ЖД p, 46 Z, {# z ip + sq 
=1. FE x, =z¿z2p+z nq. — 
U = Өх2 十 Yi nZ, 


ёз 4, 
TM C U. H хе, Kenn EE 4+ U Л Ж, Wa 2 CECAF 
U, AWA +U=F,BU= F,Pr АЖАР ЛЕЙ. 0 
O Qz 的 每 个 有 限 生成 子 模 都 是 Qz 的 小 子 模 . 
ЇЕ, < q. 9 Q, EQ, BU v Qz, 143 
42+ +q Z+ U =Q, 
1{4;,,4,, ~.) U U 是 Q 的 生成 集 ， 但 由 1.3.7 命题 ， U 已 经 是 
О 的 生成 集 , 从 而 UV =Q. П 
4.1.3 引 理 (1) АВ Мемл ВУ МАМ. 
(2) AM, i=1,2 SS 


(3) А МЛФфЕНоть(М, Л )=>фр( AN. 

(4) Жа, 4- В,В:В-» С 是 两 个 小 的 满 同 态 , 则 ga: 4->С 
也 是 小 的 满 同 态 . 

证 ，(1) 令 4+U=N, 则 B+DU=N, 从 而 B+CUNMY 
= M( 根 据 模 律 ). 因此 , U 们 MM =M( 因 为 BM),; 从 而 MU .又 
НЕЦ AVM, ЕШШ = A +U = М, WAYN. 

(2) 对 ww 进行 归纳 证 法 . 由 题 设 , n =1 时 , 断 语 正确 ,， 今 假设 
4: = A. te +A 17 M. HERE ANM E V UM,AtAr 
+U =M. 由 归纳 假设 
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ASM >A, + U =M>U = M, 
a 
亦 即 _ | A+A, = > A.S'M 
4 = 1 


(3) ФУ ОМ, Q(A) +0 =N, MYmEM, 
g(m)=gp(a)+#, a C A, C U 
=>ф(т-а)у=и=>(т-а)Єфр (UV) О 
=>mCA+g ` (U)>A +g@  (U)=M=g (Uy = М 
>Ф(М) = go (UVU)=UNImp=> pA) sp (M) aU 
=—U=g(Ay+U= М, 
H ф(4) N. 
(4) VUA, Ker ба) +U = А, ДШ 2.1.804), 
Кег(Ва) = a (Kerp), | 
从 而 推出 alKer(fa))+alU)= Kerf +a(U)=alA) =B, 
由 题 设 ”KerpB, 推 得 alU) = В, {Н | 
 А= а В) = а а(0)) = Kera +U, (HI 2. 1.8) 
ХАЖ . Keras 4, ЖН U = А, Ер Кег(да) tA. | 
一 般 地 说 , 循环 子 模 未 必 是 小 子 模 . 
4.1.4 引 理 УсСМ,, ак ЕМЛЕ 极 
KTCM, ac, 
Ш, <. # C 是 1 的 极 大 子 模 , 且 a, = C, 则 推 知 oR+ C = M, 
IJ CAM, аК ЕМЕ Л ЖЛ Ж. 


=>, 4 
Г: = (BIBSZM AaR + B= М}, 


因为 aR 在 M 中 不 是 小 子 模 , 故 至 少 存在 一 BET, $ A= @ E. IT' ÉN 
一 全 序 子 集 ( 关 于 ~#), 则 Bo: = ОВ 是- 的 一 个 上 界 . #0СВ,, 
则 存在 一 BE AI, 使 得 a€ B, 从 而 аЁхлВ, 于 是 B=aR+B=M # 
慎 ， 故 5EBo 亦 即 ВМ. XN 

V BE A, BA4B, 一 cR+D = M, 
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因此 В.Є Г, JRE АЕР HAER, HEE ЕЯ, Г 含有 一 极 
大 元 C. 我 们 断言 , C 就 是 M 的 一 个 极 大 子 模 ， 事实 上 , 令 СШ 
MM, 则 由 于 C 在 了 中 极 大 , 故 U EL， 但 
M=aR+CuaaR+ UM, 

推 知 aR+U=MM， 由 于 VET, 故 必然 U= M, САМЕ К 
子 模 , 并 且 由 于 C 卑 MAcR+C=M, 故 cEC， П 

ЖЛЕ, 我 们 转 而 讨论 大 子 模 . 为 此 ， 首 先 给 出 4.1.3 引 理 的 对 
偶 . 

4.1.5 引 理 (1) AB :MN 人 A 人 人 AVN>BYM. 


(2) AM, i=1,2, n> [| AVM. 
(3) BYN /\фФЄ Hom,(M, N)>g 1(B)M. 
(4) Фа A—B, B: B— C 是 大 的 单 同 态 , 则 Ва: 4->С 也 是 
大 的 单 同 态 ， 
Ш, (1) YA2MANA5nD=0 故 4nD= шр USM 
NE. AYN, 8 U =0, АШ BYM. 
(2) 对 # 进行 归纳 证 法 ,证 明 留 给 读者 ， 
(3) VU:MAgp BNU=0 
一 DO (BB)NgpU)=9p(0)=0 
=B [\1шф{\ф) = 0 
=Bí1g(U)=0, BN 
=gp(U) = 0 
UsKerg = = ф:0)чаф СВ) 
>U = P BNU= 0, Е 
El o 'СВ) М, 
(4) VUC, Іо (да) П0=0, 8 EARS, 故 
0= 67 ' 00) = 87: (Ва) ПВ: 0) 
= 8"'(0(Ima)) 67:00) 
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= (Ima + Kerf) NP U) 
=ImaNp (UV). 
因 Ima В, 
pU) = 0288: (0) = 800) = 050 Пд = 0, 
X. дс, k U = 0, КВ (до) С. [ 
下 面 关 于 大 子 模 的 判别 准则 用 起 来 是 很 方便 的 . 
4.1.6 引 理 $ AVM, N 
AVM,<— VmC M.,m=0, Дт € К[т 0 Amr € AJ. 
HE, >: V m € M H т+=0=>тК-=0, НАМ, MA m AN mR 
0> 3r6€ R 06те A. 
<: V 0# Ba M= zJ 0#m Є В, & 0=mr € А, ji] 
0#m Є А В=>А М. | 
4.1.7 推论 © M = >,M,, V:Cl ASM, B. 


iel 


A: = > 4 DA 


iET titel 


则 АҸМ E.M = DM,. 


єї 


Ш. AYM, 因 X 的 每 个 元 都 只 属于 有 限 多 个 М, АН, 
为 了 证 明 本 结论 ,利用 4, 1.6 引 理 ,只 需 对 一 有 限 指标 集 ， 比 方 说 
1={1,;2,…,#} 来 论证 就 足够 了 . ЛИ» 我 们 对 指标 集 的 基数 进 
行 轨 纳 证 法 ， 

5 n=1 时, 15 4 М, 即 是 AM, Кр. 假设 引 
理 对 п— 1 WEH, 亦 即 假设 

А+ + AA... M, + + Mag 
于 是 , 令 0£m=m,+-- +m,., +m, 其 中 MEM үіЄІ # m, 
+ +m,_,= 0, Ni] m= m, £0. Н А.М, KAE ТЄ R, {#5 05 
mr =Ma" E AGRE 4.1.6). 因此, 4 m +. +та150. 由 归纳 
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假设 , 存在 rE ,使 得 | 
052 (т + = +m... )r ЄА,+ +++ Ari. 

车 对 这 个 7+ 进一步 有 таг = 0,， 则 证 明 完 毕 。 于 是 令 таге 0, ME 
F AaS Mn Н. 0Zm,r € М„, MIFE s€ R 5 Amars € А, A 
而 | E 

Mrs = Mrs +> +m rs EAL + A,= A, 
由 这 些 А, 的 和 的 直 性 , Н. m,rsz20, Т 0ZmrsG А, 由 4.1.64 ` 
M. | x 


м = QM: {эн А ШЖ 1= {1, 2,…，, 人 来 证 本 结论 就 足够 


{ЕГ 
了 . 于 是 ,假设 
s—1 
M,N УМ, (0), 
故 存 在 
0EM, = Mm + ... | C€ M, Г >M.. 
{= 1 
由 归纳 假设 
A, + 。， 十 А, М, + ° + Мь-1› 
存在 ER 使 
 0= (m, 十 +m,_, /)r C€ > 4, 
亦 即 
»—1 
Отаг = Mit + Mma) EM, N >|4,. 
{= 1 


由 于 AS Ma 故 由 4,1.6 存在 sER, 使 得 0 到 marsE Aas AIIE 
H 


#-1 
0 тат (mM, +e + Mg) rs E A П 214. 


{= 1 
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这 与 题 设 4= CDA інн. Do 


4.1.8 推论 &М= DM, АМ М, үіЄІ, MJ 


Єт 


А,= У\4, = Са, B A M. 
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证 ， 从 M = OM, 及 AM, 直接 推 得 4= 4 EH 


IET 


4.1.7 ЖЩ AYM, I 
4.1.9 推论 $M = DM, B ВМ, TAREE: 


t€ 1 | 
(1) ViEIL(BNM,) М1; 
(2) ENM) м, 


{ЕЈ 
(3) BM. 
Ш. (1) (2) вал 1.8 推出 . 
(2) 之 (3)， 依 4.1.5(1) 及 四 (8BnMN) B HH. 
(3) =>(1);: H FBYM H MM, 故 Vi€El, УО, 
EMM, tk 4.1.6 5|#E, FÆ TER # 0Zmr C B. От € 
ВПМ, К4.1.6 51991, (ВПМ) М, П Е 


54,2 ТЕГ 投射 模 


‚2.1 定理 
(1) 关于 模 Ол, 下 列 命题 等 价 ， 
(а) 每 个 单间 态 EOB з н 51 A GF El Img E: B 的 直 和 和 
Ж); | 
(b) 对 每 个 单 同 访 a:4->8 АЕ Л [н] 65 ф:4->О 总 存在 同 
态 %:B->0 使 g=wa， 换 言 之 ,左下 图 可 交换 ， 
(с) 对 每 个 单 同 态 :4 一 8, Я A A а* = Нош со, 10): : 


е @ 11 。 


Нот, (В, Q) + Нот, (A, Q) 8115, 此 处 Ур € Hom, (В, Q), 
а* ($): = фа. 

(2) 与 (1) 形 成 对 侦 的 是 , 关于 模 Pr 下 述 命 题 等 价 ， 

(a) 每 个 满 同 态 SBP ARNOR Kerf 是 В 的 直 和 项 )， 

(b) 对 每 个 满 同 态 8:В->С 及 每 个 同 态 y: P>, AHE A 
APB 9 ú = 5。 换言之 , 右 下 图 可 交换 


A а „В N | 
À 
Оо БАЙ! 
P А 
В С 


Q ` В 


(с) 对 每 个 满 同 态 б:В->С, HASHA 
Вх = Нот (1р, 8) :Hom, (P, В)» Нот, (P, С) 
也 是 满 同 态 ， 此 处 , УфЄ Нот (Р, В), 8.08): =p. 

W: (1)(b)<>(c)， 由 诱导 同 态 a*=Hom(a, 15) 的 定义 
УА, О | 
(Ь)=>(а); H 2.3.11 推论 (1) 立 得 ， 

(а)=>(Ь), WFR. | 

(2)(b)< 一 >(c)， 由 诱导 同 态 A, = Hom(1p, 6)Ә ЮЕ ХА]. 

(b)=>(a);, Н 2.3.11 推论 (2) 立 得 . 

(а)>(Ь), ЕЖУ. П 

4.2.2 ЕХ 

(1) 满足 4.2.1 定理 (1) 诸 条 件 之 一 的 模 Qr 称 作 内 射 模 . 

(2) 满足 4.2. 1 定理 (2) 诸 条 件 之 一 的 模 Р, RERI. 

上 述 内 射 、 投 射 模 的 定义 是 通过 外 在 的 所 谓 泛 性 质 界定 的 . 于 
是 ,产生 了 这 样 的 问题 , 即 是 ; 我们 能 否 用 模 自 站 的 内 在 特性 予以 
刻 划 ? 对 于 投射 模 ， 回 答 是 肯定 的 . 不 久 将 证 明 , Ps 是 投射 模 当 
且 仅 当 它 同 构 于 某 目 由 模 的 直 和 项 .遗憾 的 是 , 对 于 内 射 模 , 回答 
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就 不 那么 容易 了 ， 至 今 沿 未 找 出 如 此 简单 的 刻 划 ， 不 过 , 对 基 环 
R = Z 整数 环 这 一 特 款 ,类似 这 种 简单 的 刻 划 也 是 有 的 那 就 是 模 
Mz 是 内 射 的 当 且 仪 当 它 是 可 除 的 ， 

下 面 知 干 简单 结果 都 可 从 定义 直接 推出 , 

4.2.5 推论 

(D ОАЕ ЛОЛА 是 内 射 模 . 

(2) РН ЛР=С=»С 是 投射 模 ， 

4.2.4 定理 


D #0=][[0,, Hi 


Q RAHE УСО, 是 内 射 模 ]. 
(2) P= |р, (或 Р = СЭР,), и] 


| fEl 


Рх <> V iE ILP, 是 投射 模 ]. 


Ш. (D =>, 令 Q 是 内 射 模 而 @:4>B8 PAAA, IJ F, V ; 
€l ф:4->0, 是 同 态 ， 于 是 ,对 同 态 ow :A->0, Л ДЕН о: ` 
В-> О, {#18 от;р= оа, $ к:=хлую:В->О,„, Ш] 

ка = (л;0) a =T; (0a) =m; ON p) = (NON ф = 14,ф = Ф. 
故 О, 是 内 射 模 . x 

<: ViCi < 0; 是 内 射 模 而 0:A4~>B 是 单间 态 . p:4>0 是 
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EAS. Ра, HAS zp: 4-9, 必定 存在 同 态 :8->9, 使 
mg =wa, HE Q = 110. 故 依 3. 1.6 定理 (1)， 必 定 存 在 同 态 
кїВ->О 使 к= лк. МШЕ mo = xa = Ka。 由 3.1.6 定 理 的 
叭 一 性 推 知 , 9 = xa, 亦 即 О 是 内 射 模 ， — 

至 于 投射 模 了 = LEP: 的 相应 命题 的 证 明 ， 可 依 对 偶 性 原则 ， 
ЮКА. 

(2) >: P 是 投射 模 . 如 左下 图 所 示 ， 由 了 的 投射 性 ,不在 
Hao: PB E zn o = Во. < А: = on; PB, WJ 

ph= В(от,) = (PHO = ф(л;01;) = ф, 

ТЕ VIE P, 是 投射 模 . 

=: Vic P ERSE. 如 右 下 图 所 示 , 由 P, 的 投射 性 ， 存在 
М АР, В 使 得 фп, = PN， 由 题 设 Р- ТүР,, 依 3.1.6 定 更 


12), FERS А:Р-»В fE An = Ay. 


и 
о, 


В ——— С 


В 


J ón = ВА, = B An) = (BON. 

依 3.1.6 定 理 (2) 的 唯一 性 知 , 多 =5?, 亦 即 忆 是 投射 模 。 П 
特别 , 由 本 定理 推 知 , 投射 模 的 直 和 项 仍 是 投射 模 ., 并 且 , 对 有 

БИЕ ЖЖ, 直 和 与 直 积 是 一 致 的 , 故 内 身 模 的 直 和 项 也 仍 是 内 
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射 模 。 

下 面 我 们 用 内 在 的 特征 对 投射 模 进 行 刻 划 ， 

4.2.5 定理 ”R- 模 是 投射 模 当 且 仅 当 它 同 构 于 某 自由 R- 模 
的 直 和 项 . | | | 

证 ， 之 : 令 ! 是 投射 模 。 由 3.4.13 定理 ,存在 有 目 由 КЫ F K 
MAS SFP, H 4.2.1 €82), S ERHI, ЭКИН Р, F fE 
得 f=KerE@F, MAM 

PxF/Kere FPF,. 

<: $ HHR Р=Р,@4 H F,= P, 则 由 3. 4. 14 推论 知己 是 是 
投射 模 ， 再 由 4. 2. 3 推论 (2), 投射 模 Pus 也 是 投射 模 ， D 

虽然 每 个 自由 模 都 是 投射 模 , 但 投射 模 却 未 必 都 是 自由 模 . 

A (D W FEB, R= Mata a (NÆR 上 一 Мавж ЁК 


L =[[° 5 
0,5), .. 
是 К, 的 直 和 项 ， 从 而 L, 是 投射 模 ， 但 L, 不 是 自 ш. 否则 ， 者 


Lr 是 目 由 模 , 则 不 妨 假 定 {61，s,，…，e,} 是 它 的 基 ， 但 显然 肖 由 模 
Кв О 


s= (1 2) E =(° ') a.f" Й в, -(0 ? 
00), 0 0 /, 1 0 /, 0 17. 


УЕЗИ, 月 由 模 L 的 基 是 
{Ёе|1=1,2,3,4;]=1,2,+е,л}, 
然而 , 由 于 [ L:FJ|[R:F]J=4, H F#LÆR, 故 [L: Fi=2， 这 与 前 
面 证 实 Ly 的 基 元 数 是 4 的 整 倍 数 了 矛盾 ,所 以 Lr 是 投射 模 但 不 是 
Н ВН, 
(2) 2 R= Zo 则 作为 Zeii Z, 是 自由 模 ， 并 且 含 有 直 和 顶 
Ze 模 2, 与 Zs. 当然 这 两 个 直 和 项 也 是 投射 Zeti, 但 它们 都 不 
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ме 


REH 由 Z. 611], SLZ: Z] = k, 则 3 = |Zs| = [Ze = 6, 这 是 
不 可 能 的 . Е | 

推论 每 个 投射 Z- 模 了 都 是 自由 模 , 

证 ， 由 4.2.5 定理 ， 每 个 投射 Z- 模 P 都 同 构 于 某 自 由 Z- 模 
的 直 和 项 . 由 于 自由 Z- 模 的 每 个 子 模 也 是 自由 Z- 模 (参见 练习 )， 
故 己 是 自由 4-і. 

下 面 的 所 谓 对 侦 基 引 理 非常 有 效 地 刻 划 了 投射 模 ,在 投射 模 
的 研究 中 起 着 重要 作用 , | 

4.2.6 定理 (对 偶 基 引 理 ) 下 列 命题 是 等 价 的 : 

(1) P, 是 投射 模 ， | 

. (2) XPP, 的 每 个 生成 集 {yliE€ Є ИИНЕНИН 
P3 = Нот, (P, R) НУЧ {фт C Г}, {#18 

(a) V pEPL 除 有 限 多 个 1€E1 5k, о, (p) = 01, 

(b) V PEP [p= Уур), НУН C IE p (p) 0011; 

(3》 行 在 了 的 一 子 集 {yic} ÉE P* = Hom; (P, R) 的 子 集 
(Pp 小 ED 使 得 (2) 中 的 (a),(b) 都 成 立 . | 

uË, (1)=>(2), 18 3.4.13 定理 ,有 自由 R- 模 及 满 同 态 2: 

P F-+P 482 (x) = у, ПЧЕЛЕ 人 是 自由 模 Е, 


x a KE. FEVIELS 
. m РЭ кг >r ER, 


FOR 7 BREMA Xx, ННН, ERA 
r =0 RET., Ус €F, 只 对 有 限 多 个 jE1, m (a) 0, 并且 a 
= Уилт, (а), ЖН P, 的 投射 性 知 ， 有 同 态 APF fE А = 

于 是 ViED | 


pi: =z,ÀC P* = Hom, (P, R), 


3M:EL V p€ P, p,(p) = xu (p) 0 只 对 有 限 多 个 1E1 成 立 ， 从 而 有 
p=1d,(p) = ЁА(р) = ELE rm (Ар) 1 = 552 (50) m À (p) 
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= yp: (p), 
(2)> (3): WR, | 
BS): №2) О) 388, (yili C€ 11 E P, 的 生成 集 . 现 令 
233 是 在 (1) 之 (2) 过 程 中 给 定 的 满 同 态 。 此 外 令 z:P-> 使 
| | т(р) = Erp: (py VPEP. | 

нф, (р) Hp 及 pi 唯一 确定 , Н p (p) АА] 5 ERA C ДЖЫ, 
故 7 不 只 是 映射 而 且 实 际 上 是 RAA. 并 且 YVpEP， 

oT(p)=6oL Trp (p) ] = 216 (x) g (p) = = 2y: p: P) = Р, 
М 5т=1,, 亦 即 £ ERRI, H 4.2.5 定理 的 证 明 ， P 同 构 于 
的 直 和 项 , РЬ 是 投射 模 。 D 

ЗЕЕ = 2Z, 一 般 用 KERETA ANET 
像 对 投射 模 那 样 简单 ， . 

4.2.7 定义 群 4 称 作 可 除 的 : <— V :CZ[z=0=>Az=43, 

例 有 理 数 加 群 Q Wa haki 9/2 都 是 本 除 的 . iat 
2 RRR. | 

4.2.8 定理 2Z- 模 0 RANU 是 可 除 的 ， 

ШЕ: =>: Qz 是 内 射 的 ,VY 9,E09 及 ОФ Рб) = : 4%. 
显然 映射 P (20) = qo 可 目 然 地 延 拓 成 52 t 
22 的 子 模 22-02 Н 2-88, 如 同 《. 
右 图 所 示 , 其 中 :是 包含 映射 由 Qz | < 
的 内 射 性 ， 依 4. 2. 1(1) 存在 Z- 同 态 И 
к: еке ф=к, FE : 

= 20) = к C2) =к(з„у =к(1„„) =K) 2,605, 

n y 07 E Z, Q = Qz О 是 可 除 的 ， 

<; Dz 是 可 除 的 . Ж 4.2.101), 只 需 证 明 , 对 任意 模 Bz, 
任意 单 同 态 pg:Dz->Bz RERA, 即 表 明了 Dz 是 内 射 模 ， 为 此 ， 
不 失 一 般 性 ,不 妨 把 Dz AFE Bz 的 子 模 且 gp = 是 包含 映射 ， 

% T ={U|UaBADNU=0}. HFOET, Ге @, BA, 
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Z 


作为 偏 序 集 ( 对 包含 关系 ) 是 归纳 的 . КЛ Гу TRH I 
ETTEK. HERSEN Г 含有 极 大 元 乙 . 于 是 DFU = DOU 
aB, уси D +U =B Bu]. 

YbEB, 51, =(zCZ|jbz€D+U). FERE, TL Ж ZOER 
EARTEN), FA I = sZ, ре. < bz, = d + u, А dE 
D,«€U, 由 于 DD 的 可 除 性 , Dz. = D, 故 存在 Єр daza = 4. 于 
ж u= bz, -dozi = (b - d) z. HS 

l =(zC€C Z|(b-d)5zC€ D+U). | | 
ИЖ, 1, 也 是 含有 z PJ Z BERR, 0k l,=z,Z =l. P F ur HB: 
U + (5-4d0)ZZ 8 ГЖ. FKE U+ Q — 4 Z<2B, 故 只 需 证 . 
Vd EDALU + (ë -d)Z3J=d, = 0 


即 可 。 ам 

© d,= s, + (b — d) zo Н u, СО, z, € Z, 
+ dj-u = (b-d)z,ED +U, 

亦 即 . z C 1, = z Z. | 


W£ € Z z = zu. :从 而 
d,=u, + (b —d,))z t= u, tut Ж C U, 
进而 0=di~ (u, +u) € D+U = DGU. 
W d, = 0, H + | 
| UaU + (b — d) Z,€ Г, 


且 由 如 在 中 的 极 大 性 推 知 
U=U+(b-d Z, (b-d) EU, be D+U. 
亦 妈 B=D +U, p:Dz>Bz ZRH. И Dz 是 内 身 模 ， 0 
对 基 环 是 任意 含 么 环 而 言 , 投射 模 可 以 满 同 态 地 映 到 任意 
R- 模 上 ,这 一 命题 的 对 侦 一 一 任意 К АКН Да р ИИ ВА А.р ЯТ 
模 一 一 也 成 开 。 
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4.2.9 引 理 若是 可 除 ( 亦 即 AADZ-#, 则 Homz(R, ру 
必 是 内 射 R-E, 
ШЕ: < а:4->В ав р-а], p: ‚ А->Ношу(Е, D) E. К-|н] 
态 , 首 先 令 
s:Homz(R, D) 3f—fG) € D. 
个 难 验证 , о 是 Z~ 同 态 . 其 次 可 把 a 及 p 都 看 作 之 - 同 态 , 这 时 由 
T+ D 是 Z~ 内 射 的 , 故 存在 Z-A% 7:B->D 使 ro = та. 
УБСВ, ЄК, 5 к(Б) (7): =r (Ër), ll] жк: :В->Ношзх (К, Р). 
X EE bE B, HA z (Q € Homz (Е, D), 并且 А а__„ В 
K Cbr) (r) = т (brir) = к(Б) (rir) Д 
= (K (E)r) (ry, Vr r 6 R. 
Вр к), = г), йк E RAA. р 
каба) (r) = т(а(а) г) | 
=т(а(агу) = ralar) = gp (ar) D 
= ф (ar) (1) = (g (a) r) (1) = p (a) (r1) = 9 (a) (r), 
VacCA,r6 К. 
JRRD каба) = pa), VaC A. JA za= g, Е Homz(R, D) 是 
内 射 К-й, П 
4.2.10 定理 每 一 R- 模 MM 都 能 单 同 态 地 映 入 某 内 射 К. 
证 ， 首 先 证 明 , MEA 乙 - 模 能 单 同 态 地 映 入 某 内 射 Z- 模 , 事 
实 上 ,由 于 任 一 Z- 模 都 是 自 有 和 次 的 满 癌 态 像 ， 改 存 在 一 自由 2Z- 
Ë F 8) o :F— M. 2 
z =x + Kerg E Р/Кегф, 


Hom(R .D) / 


则 Ф:Е/Кегрфэт-+(х) EM 
АА, $ Y E H HE: F = Fz 的 一 基 ， 
D: =Q” = 一 920, 


ФЄҮ 


此 处 有 理 数 加 群 О22Р02 自然 是 可 除 的 ，; ЛУП ЖАЯ Z- 模 .由 
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4.2. 3 推论 , 也 是 内 射 Z- 模 ， 


因为 f= CD5Z, # F=—2 D, JAY 
КегфчяЕчалр, 

令 л:р-+р = D/Kerp Et Yu 65, W V 0=z€ Z, рх = xz (D)z 
= 和 (Dz) = 和 (D) = D. 故 厅 也 是 可 除 的 ,从 而 万 是 内 身 2-08, 

41 Ж F/Kerp 到 了 /Kerp = р КАН, Шиф! 便 把 Z- 
模 M 单 同 态 地 映 入 到 2-9 р р. 18 4.2.9 5] 理 , Hom,(K, 万 ) 
也 是 内 射 R- 模 ,Vm € M, V r € R, < 

p (m) (r) t = UOT (тт), 

Ш p (m> Є Homz(R, р). REWE р 是 以 到 Homz (R, D) АЈ R- 
жа. 1 | | 

4.2.11 定理 О, ENNIO, 是 形 如 Homz (R, DWA 
射 R- 模 的 直 和 项 的 拷贝 .此 处 马 是 某 可 除 阿 贝尔 群 . 

ШЕ. =>: 4.2.10 定理 的 证 明 过 程 知 ,存在 着 单 同 态 

 р:Оь-+Нот2 (К, D). 

ХН 4.2.101) ра, К О, 是 R- 模 omz(R， D) 的 一 直 和 项 
的 拷贝 ( 即 同 构 像 ). 

<: 4.2.9 9 Нот2(К, Р) ру} R- 模 ,又 由 4. 2. 4(1) 及 
4.2.3 131 Qs 是 内 射 的 。 Ü 

本 定理 权 当 对 内 射 模 内 在 特征 的 刻 划 ， 

4. 2. 12 推论 每 个 寞 都 是 某 内 射 模 的 于 模 . 

证 ， 根 据 4. 2. 10 定理 并 借助 同 构 嵌入 技巧 即 可 (嵌入 扩 巧 人 参 
见 张 禾 瑞 《近世 代数 基础 》》。 0 

4.2.1(1) 中 提供 了 一 个 检验 一 模 8a 是 不 是 内 财 的 方法 , 即 是 
对 每 个 同 单 态 a: AB 及 每 个 g:4->0 是 否 存 在 一 同 态 «BQ 
使 得 pg = Ka， 现在 提出 这 样 的 问题 , 是 各 可 以 限制 “ 受 检 BraS 
的 类 ? Reinhold Baer 对 此 作 了 肯定 的 回答 . 他 指出 ,实际 上 只 需 
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Без ауа РЕГЕ ОВ, 左 理 DUR, 
的 包含 映射 就 足够 了 . | 

4.2.13 定理 (Baer 判别 法 ) #0, врза 对 每 
个 右 理 想 UR: 及 每 个 同 态 pU Q 总 存在 一 同 态 7:Re-Cn 
使 得 p=, 此 处 4 是 U->R 的 包含 映射 (实际 上 7 是 p 的 扩张 ). 

证 ， 必 要 性 已 包含 在 4. 2. 1(1) 中 ,以 下 分 两 个 步 台 来 推 证 充 

分 性 ， 

第 一 步 : а: A->B 是 任意 给 定单 同 态 , EL V p E Hom,(A, Q), 
令 R- 模 C E Ima CB UR R- 辣 态 y:C->0 使 得 Ya€ A, 
p (a) = ya (a) (这 样 的 R- 模 C 及 RR-A yC 总 是 存在 的， 比 
如 取 C=Ima). ## G= В, 则 已 表明 Q 满足 4.2.1(1), ВО 是 内 
WE, kait С=В, 我 们 断言 , 存在 КоВ СНЕ эк СВ U) Җ 
R- 同 态 у 的 相应 扩张 y1:C1->8, 使 YaE4 b p (a) = уџаб(а). 

为 了 证 实 这 一 断言 ,; 取 bEB 但 5EC, 并 令 C1=C+bR， ДЖ 
СПЬК=0, И К- 65 у:С->0 可 用 明显 的 简单 方法 扩展 到 Cl: 上， 
使 yC OWE yilo = у, ЖУН СПРК0. Р, 5 


U = {uju E RAbuC С}, | U 4 
显然 , U Ж 尺 的 右 理想 , 并 且 N 
E:UDubuEC ! | 
£ К-И. 令 p:=y6:0>8， 由 题 设 , 存 在 Оз, 
R- 同 态 т:К->О,{Ж р=т:, К 


5 yC +5R2c + br—>y O жт) 
为 了 证 明和 ARC ПОШЕЛ], 令 


¿i+bri = с +, су, e€ C,r, r€ R 


+= саз - ECNAR, 
W (r - r) EU, 

уб Gy = r) pri 一 天 了 iFi 一 让) = тб), 
从 而 ye- 0) = уё (т, -r)l= yle – 0 1 
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| = prir) = тб) =т(- ғ), 
й ye -y(c) =r) —T(r), В 
у(с) ++%(r) =y(c) tT). 
这 表明 , .上 面 定义 的 映射 у, 与 原 像 的 表达 式 无 关 , HR 映射 由 于 
y É т HA R-HD у 亦 是 天 - 同 态 ， 并 且 从 у, 的 定义 可 知 ， 
yilo= y. 
第 二 步 : < C = Ima, 并 且 oo 是 由 Ga 诱导 的 4 到 C6 的 同 构 ， 
再 令 
| Уо = par: CoQ, 
Д] V aC 4, ф(а) =yo4(a) .由 第 一 步 及 佐 恩 引 理 ， 证 ЗЕ КН 
Жу. 进一步 扩张 到 整个 上 . 为 此 , 令 
T={(C,y)|Ima=CosC4B Н у:С-»0, ylo, = уе}. 
显然 , 前 面 所 构造 的 Co K уо Їй (Су) ET. ж Г=@. 下 面 给 
了 规定 适当 的 俩 序 如 下 : | 
(С,у)=(С,,у):«=>С\лС, R. у, = 
SART 的 任 一 非 零 全 序 子 集 , 则 令 
D:= Ü с 以 及 6:D3d>y(d) € 9. 


显然 , C Du B. 当 dEC 时 , BREC, y) ЄЛ, Жо ња. К 
HA, E. ó, => | WD, ó) Er. 这 就 表明 , 偏 序 集 T 是 归纳 的 . 
(В, к), KH ф=ка, О EAT Кій. П 


练 习 
1. 令 个 4B aM, і 9, 
(1) BZZM<—>B/AVM/AAAV'M. 
(2) AV M< AVBABVM, 
2. 证 明 ， 对 ААМ, 下列 命题 等 价 ， 
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(1) 4ҸМ; 

(2) МАЛЕ Ж (СПА Ию Ж (ali C I), 
(z. -al Па M 05 — + 8 25; 

(3) # &ë#Mw—* R £t (|6) 使 得 对 44 的 每 一 子 集 
{в EI}, {х - оЄа МЕ ERE, 

(4) 2 AM ú — # 5,Җ р Ж А 1352382 Ж, WARA EMi 
ERE, 

З. АРАЗ ЕУ, 证明， 自由 模 FP, 的 每 个 子 模 仍 是 8 
由 模 ， | 

4.4 0261 Ж R 66 PS 882. 8А, 2 К< eR X 2 3⁄ 
的 但 不 是 自由 的 ， / 

5. 令 В.:Р,-»М, p,:P,— M ААРА, B P, 都 是 投射 的, 1 
=1,2. 18, P,G@Kerñ,= P, Kerñ,. | 

Е —39⁄Ə R, KARA TAAA. wA; 

(1) Hom (K, R) = 0. 

(2) Ke 不 是 投射 模 ， 

(3) AHR Pr 具有 限 生 成 大 子 模 , 则 Lp 自身 也 是 有 限 生 
成 的 . 〈 提 示 ， 利 用 对 偶 基 引 理 ) 

(4) 每 个 投射 理想 (作为 R- 模 ) 是 有 限 生 成 的 . 

7. 证 明 。 模 了 是 投射 的 当 且 仅 当 对 每 个 满 同 坊 0:0—C, 其 
中 总 是 内 射 模 ,及 每 个 同 态 gg;:P->C, 存 在 一 同 坊 gp’ : P> Q 使 得 
ф= ño”. | 

8. 对 于 一 给 定 的 整 环 ,证明 ， 每 个 可 除 无 挠 模 Da 都 是 内 射 
# (M, 是 无 挠 的 ， <> V 0#m6€ M, V 0=r ER[Lmr 关 0]) 

9. 证 明 ， 有 理 数 加 群 Q 及 其 商 群 Q/Z 部 是 可 除 的 , 但 整数 
pa Pt 不 是 可 除 的 ， 
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第 五 章 “” 阿 丁 模 与 诺 特异 


非 交换 环 以 及 这 种 环 上 的 模 的 理论 起 源 于 域 上 的 代数 理论 ， 
代数 这 一 概念 , 既 像 模 又 像 向 量 空间 。 为 了 跟 向 量 空间 作对 比 , 因 
此 ,在 模 论 发 展 的 最 初 阶段 ,引入 有 限 性 条 件 是 必要 的 ， 

对 此 , Emmy Noether 提出 了 合适 的 观念 及 解释 ,从 而 为 代 
数理 论 的 进一步 发 展播 下 了 种 子 ， 她 引入 极 大 、 极 小 条 件 (也 常常 
表达 为 链条 件 ) 作 为 有 限 性 假设 . 

本 章 , 对 有 限 性 条 件 作 初 步 的 考察 ， 为 避免 误会 ,我 们 在 此 强 
调 , 当 我 们 提 及 子 模 的 有 限 或 可 列 链 时 ,总 是 把 包含 关系 作为 其 序 
关系 的 . 


$5.1 定义 与 性 质 


5.1.1 ЖЖ (1) 一 模 M =M, 称 作 是 诺 特 的 (相应 地 , 阿 丁 
的 ) :<> 其 子 模 的 每 一 非 空 类 有 极 大 (相应 地 , 极 小 ) 元 . 

(2) 一 环 & 称 作 庄 特 的 (相应 地 ， 阿 丁 的 ): R, ж 6 ВЈ 
(相应 地 , 阿 丁 的 )， ERRER T DRAE, 

(3) RM 的 子 模 的 升 链 

“AA AAAA 4 

称 作 稳 定 的 ，< 拓 > 该 链 中 只 含有 限 多 个 不 同 的 和 44. 

对 降 链 类 似 地 定义 其 稳定 性 ， 

注 ，(1) 模 的 上 述 性 质 显然 在 同 构 意 义 下 不 变 . 

(2) 满足 定义 5.1.1(1) 的 模 通 常 称 作 具 有 极 大 (相应 地 ， 极 
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小 ) 条 件 ; 满足 定义 5.1.1(3) 的 模 通 党 称 作 满 足 子 模 的 升 〈 相 应 
地 , 降 ) 链 条 件 . | 

5.1.2 定理 —M =M, E. АМ, 

(1) 下 列 性 质 等 价 ， 

(б) MM 是 阿 丁 的 ; 

(2) 4 与 M/A ж T 83; 

(3) M 的 子 模 的 每 一 降 链 是 稳定 的 

(4) M 的 每 一 商 模 是 有 限 余 生成 的 ，; 

(5) 对 MM 的 子 模 的 每 一 非 空 类 {4,li€1}7， 存 在 一 有 限 子 集 
А1161) E4 | 


Па = П 4. 
(H> ТУЕ ЕТ, 
(D MERER A, 
(2) 4A 5 M/A 是 诺 特 的 ; 
(9) M 的 子 模 的 每 一 升 链 是 稳定 的 ， 
(4) M 的 每 一 子 模 是 有 限 生成 的 ， 
O МЕЈ АЈА —3Е 25 Ж {AiE1}, 存在 一 有 限 子 集 

{AdiE1,}, 使 得 
> A,= > А, 


iE, í€ 7, 


(H) FIEREN: 

41) M 是 阿 丁 的 并 且 是 诺 特 的 ， 

(2) M 是 有 限 长 的 (参见 2.4. 4 定义 ). 

证 ，( 工 )(1) 之 (2)， 由 于 4 的 子 模 的 每 一 非 空 类 也 是 M 的 子 
模 的 非 空 类 , 故 有 极 小 元 , 所 以 4 是 阿 丁 的 , 4 T N: M-M/A 是 自 
人 然 满 同 态 ,而 {BijiE Т M / 4 的 子 模 的 非 室 类 , 则 M 的 子 模 的 类 
{т 《BD)IEED 有 极 小 元 T). 我 们 断言 , 子 模 O T Ж {ОН C) 
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的 极 小 元 . EX E, УО, , (Q vim IA). H n" (9,,) 
的 极 小 性 推 知 ,9 (Ө) =n (9, ,于 是 
Q= (90) =з (Q, = a. 

(2)=>(3); 4 4,074,027... E. M 的 子 模 АУ —& 8 Н л: M— 
М/А А15. $ 

Г, ={АЄМ№}, (Г) ={n 4D] EN}, 

Г, ={AN Al CN), 
H Г ЧЕ ,Ж (ГУБ Г, 也 非 室 ， 由 题 设 ,在 ЛОГ) Б Г, 中 分 
别 有 极 小 元 nA) 5 А„Г\ 4А, &п=тах(1,‚,т)у,Ш | 

nAn) =n(4,.) An N A= An 04,6 N 

由 此 断言 4, =A YiEN， 亦 即 所 给 链 是 稳定 的 

EX E, A nAn) = 004,0 

A, + A=n"n(A,) =n lAa) = A,.,+ A. 

ЖУ, ER ANA An 4, 110 Aa 4 再 由 模 律 1.3. 16 
ЖЯ 

An = (An + A) ПА, = (A,., +A) П А, = А, + САП A) 

= Ans + (AN And = 4,0, VIEN. 

(3)=> (1). Rit М 的 子 模 的 非 空 类 4 不 含 最 小 元 , 则 V U C 
A FFE U’ C A, 11 0' 0, FEU” Є А, 8 UEU. 继续 这 一 
AREF, ERI- 69 АЕ 00 YU Ye, 15563) 78. 
Ж M 的 子 模 的 任 一 非 空 类 必 有 最 小 元 . 

(45): Н 2.1.11 推论 立 得 . 

D>): HA) M 的 子 模 类 (Ali € TY rH TERI S IRZ жж 
的 交 所 成 的 非 空 子 模 类 仍 有 极 小 元 , 记 作 D, = [) A,, E rh 1, 2 
1 的 某 有 限 子 集 . ш 

由 万 的 极 小 性 易 知 , УСІ, р =D, ik 


Daf 们 4, 但 门 4 人 4=D, 故 人 4= 和 站 4 
1 G Í J € I J€ T, JEL: Jj € Í 
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(5)=>(8);: $ 4,024,074 ЖЕШ Ө. Ш(5), FE 
пем #£ [1 A, = N 4, ATV i=n,A, = A4,, 所 以 给 定 降 链 是 


稳定 的 . 

(H) AERAR ИГ RSR, ЮЛА) < (5) 这 一 
等 价 由 1.3.14 所 证 实 ， 

(Ш) O>): 2ME&88, ШОП) 得 每 个 子 模 也 是 湛 
特 的 ， 因 此 ,在 MM 的 每 个 非 零 子 模 4 中 ,存在 一 极 大 子 模 47, 对 这 
A 又 存在 极 大 子 模 4”, 如 此 继续 ,得 到 一 M шш 

AFA "g А” А"... 

由 于 M 是 阿 丁 的 ,这 一 合成 列 中 各 项 所 组 成 的 子 模 类 有 极 小 
元 ;所 以 MH 的 合成 列 必定 是 有 限 长 的 . 

(2)=>(1); Ф А, =A aA AAA .是 于 的 子 模 的 任 一 升 链 
S ! 是 村 的 长 ， 我 们 断言 ,在 4 中 至 多 有 +1 个 不 同 的 4, НЯ. Ж 
不 然 ; 假 车 有 多 于 1+1 个 的 4,, ЩА EIE ЖП 4, А, E S A,,.. 
的 一 个 子 链 存 在 , 它 将 可 以 被 加 细 成 MM 的 合成 列 。 从 而 放 的 长 度 实 
+1, 50699738. 14 是 稳定 的 ,从 而 好 是 诺 特 的 .类 似 地 可 
以 证 明 ,M 也 是 阿 丁 的 ， П 

5.1.2 定理 中 条 件 (I)(3)( 相 应 地 ,《 卫 )(3)) 称 作 降 链 ( 相 应 
地 , 升 链 ) 条 件 ,于 是 5.1. 2 定理 断言 ,一 模 满足 极 小 (相应 地 , 极 大 》 
条 件 当 和 且 仅 当 它 满足 降 链 (相应 地 ,天 链 ) 条 件 。 如 果 我 们 考察 的 
不 是 全 部 子 模 , 而 仅仅 是 有 限 生成 子 模 或 循环 子 模 或 模 的 直 和 项， 
这 一 命题 依然 成 立 ， 比 方 说 ,一 模 满 足 关 于 有 限 生 成 子 模 的 极 小 
条 件 当 且 仅 当 它 满足 关于 有 限 生成 子 模 的 降 链 条 件 ， 这 个 命题 以 
及 其 它 相应 命题 的 证 明 不 难 , 贸 作 练 习 . 

5.1.3 推论 (1) 有 限 个 诺 特 СЕТ) 子 模 的 和 是 诺 特 (或 
ETTE. 

(2) ЖК 是 在 语 特 (或 阿 丁 ) 环 ， 则 有 限 生 成 右 R- 模 M, ЖЕ 
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BROTE. 
(3) 每 个 右 诺 特 (或 阿 丁 ) 环 的 商 环 也 是 右 诺 特 (或 阿 丁 ) 
环 . 


证 ，(1) 令 M= 之 ,4 每 个 A 都 是 诺 特 (或 阿 丁 ) 的 ， 对 子 


t=1 


模 的 项 数 # 进行 归纳 证 明 ， 当 *=1 时 ,结论 与 题 设 重合 ,命题 显 
ARS. REAME- 1) 个 子 模 的 和 时 ,命题 成 立 , 即 L= >` A, 


trl 


是 诺 特 (或 阿 丁 ) 的 , 则 M = УЛА, = L+ A,. 由 第 一 同 构 定理 2. 4.3, 


M/A,=(L+ A,)/A,=SL/(L n Aa). 
由 归纳 假设 , 工 是 诺 特 的 〈 相 应 地 ， 阿 村 的 )， 根据 5.1. 2 定理， 
LALA 4A，,) 也 是 诺 特 的 (相应 地 , 阿 丁 的 )， 另 一 方面 , 由 题 设 , A, 
是 访 特 的 (相应 地 , 阿 丁 的 ), 由 5.1.2 定 理 ,M FA. 

(2) VEM, 考察 映射 
Qz: RƏrƏ>xr C M. 
TA Pp: 是 R, 到 Ms 的 同 态 ， 由 同 态 基本 定理 推 得 
R/Ker(go,)=Im(g@,;) = *R 

作为 右 尺 -~ 模 . 如 Ж R, 是 阿 丁 的 (相应 地 , 诺 特 的 ), 则 由 5. 1. 2 定 
E, RER К/Кег(ф.), ATI ХЁ gR Ж. Ж x z, e z 是 M 的 一 生 


成 集 , 则 由 5. 1. 3 推论 , М = S nR BRETH НИ, ЕРЕН. 


(3) QAE RERNE, НУК, 是 诺 特 的 (相应 地 , 阿 丁 
Ну), 由 5.1.2 #1, (К/4), 也 是 诺 特 的 (相应 地 ， 阿 丁 的 ). 因 
(К/А) = 0,1 (К/А), ТУ (К/А) а 的 子 模 重合 , 故 R/A 也 
是 右 访 特 环 (相应 地 , 右 阿 丁 环 ). 
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S5.2 例 


1, 每 个 有 限 维 同 量 空间 是 有 限 长 的 模 。 因 为 , 令 Vr APR К 
ERARA HH (z, z, , Xs} 是 Vg 的 基 , 则 

0 ex KÆx K +r, KÆ Ær K +x, K tee +x,K =V, 
是 合成 列 ， 这 是 因为 ViC{1,2, sn} 

(2K +e +X K)/(x K+... tK) Sx K= Кк 

是 单 模 ， | 

2. 域 K 上 每 个 有 限 维 代数 R 作为 左 K- 模 或 右 K- 模 也 都 是 有 
КНУ. AA К 的 每 个 右 的 或 左 的 理想 都 可 看 作 天 -向 量 空间 Rx 
或 gR 的 一 个 子 空间 . 

3. — 7535 2198 2 18] Ук 既 非 阿 丁 的 也 非 诺 特 的 ， 因 为 令 
(x € N} 是 一 线性 无 关 集 , 则 考察 链 


> x,K iz rk YEY K... 

H x KÆx K + х,К®ёх,К + х,К tr K:ë... 
两 者 都 不 是 稳定 的 . 

4. 2® 是 记 特 的 ,但 不 是 阿 丁 的 .因为 Z 的 每 一 理想 都 是 主 理 
想 , 从 而 是 有 限 生成 的 ， 由 5. 1.2( 1),Zz 是 诺 特 的 ， | 

为 方面 ,由 于 

РАУ A АИ 

不 是 稳定 的 ,所 以 Zz 不 是 阿 丁 的 

注 ， 例 4 表明 Z 作为 一 个 合 么 环 , 它 是 诺 特 环 但 不 是 阿 丁 环 . 
这 个 问题 的 反问 情景 是 否 可 能 发 生 ? 亦 即 , 存 不 存在 一 含 和 必 环 , 它 
是 阿 丁 的 但 不 是 刻 特 的 ? 对 此 回答 是 稍 后 将 证 明 ， 每 个 阿 丁 环 也 
E Из Г. 

然而 ,作为 Z- 模 , 却 苹 在 阿 丁 的 但 不 是 诺 特 的 实例 ， 
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5. Фр 是 任 一 素数 , 且 令 
Q,={2lvszANisNuUt9] 


是 以 的 寡 为 分 母 的 一 切 有 理 数 的 集合 显 . 然 ,作为 加 群 ,Z~*Qp、? 
Q. 于 是 我 们 断言 ,作为 Z-A, QZ 是 阿 丁 的 但 不 是 次 特 的 . 


证 , 令 | 二 +Z ) 是 由 吉 +Z 所 生成 的 Qs/Z 的 Z- 子 模 , 则 
0 ә + Z) lZ + 2). F EZ чес 


RAAH. AX 


| pi'+! 
所 以 Q,/Z 不 是 诺 特 的 但 作为 Z~- 模 ,Qy/Z 却 是 阿 丁 的 ， 为 此 只 
需 证 明 , 在 上 面 给 定 的 链 下 ,所 出 现 的 实际 是 Qz/Z 的 全 部 真子 模 ， 
从 而 表明 Qz/2 的 子 模 的 每 一 非 空 类 和 皆 有 最 小 元 ) 而 不 只 是 极 小 
元 ). / 
首先 我 们 证 明 , V ac Z 

‚+ Z) = |10). (ж) 
Р р 


(a, p) =1% 


х (а, р) =12>92,с6 Z 使 ab + рс = 1 
>l + 2. ) м +2). 
р! p 


O 另 方面 ,显然 后 + ZZ ) к), MOORE, 
i 


现在 ,YB~:Qp/Z, 则 有 两 种 不 同 的 情形 ， 
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情形 1 V nc N, 3n<i€NIs(a,p) 15 ZEBONI 


B 含有 任意 高 阶 的 元 素 )， 于 是 , 由 前 面 已 证 明 (*)， vn € NX V 
z€ 2,,2/р + Z€ В, BIB = Q, /Z. | 


情形 2 ае хюнеми осіла YZE ONS 


不 含 任意 高 阶 的 元 素 ) ,于 是 由 (x) 推 出 
s + Z)= + ®)= = В. [ 


6. 以 下 构造 一 合 么 环 5, 使 得 它 的 左 正则 模 a S ВЕЗЕ ТУХ. 
非 诺 特 的 ， 而 右 正 则 模 S, 既是 阿 丁 的 又 是 诺 特 的 ， 
S ЕККАН KERI REA R=R ПК =Q). 
55 是 由 一 切 形 如 
(É M J vteKk,neR 
0 r, W 
的 矩阵 构成 的 集合 . 


不 难 验 证 ,5 是 以 人 。 1 0 为 单位 元 的 环 


首先 证 ,S АГИ Г 事实 上 , 令 R 的 子 集 
{СМК раж, 


k r, _ [0 Kx, 
u (буе Ы 
WEH s: 生成 的 左 理想 
s. = (° kx ). 
0 0 


于 是  SuÆSs +85 平 S5 + $, + S s 2... 
.91 。 


是 环 $ 的 左 理 想 的 真 升 链 , 而 
УХ SS Ssi биз. 


іе] 4 =2 


ИНОН, ВТИЗШЗЕЖИГТ АЕН, 
其 次 证 明 3 БЕЛТГТ ЖКН, RIERA ,的 
一 个 有 限 长 的 合成 列 ， 由 于 5 中 两 个 元 素 之 积 


(* o )( $ n )= (7 mran), 


а, O r, 0 97, 
于 是 令 | | | 
A, -(9 Г) = [° х) | 
4) Ü 0 0 
ЕНН 
0 1 0 R 


由 于 是 域 ， 所 以 这 现 个 右 理 想 显 然 是 早 的 且 A, A, = 0. Ф 
(A, + A.) / A, A, RAW. 我 们 断言 0 40,014, AaS E. Š, 


HERA. 剩 下 只 须 证 明 A, + A, 在 5 H KOK. V 030 € K, Ж 


(^ ú )& A +A;,, 
O a, 


令 Be: +, “ )5, 则 因为 
0 


a, o o | 
E DE LE G es 


MO B= $, 从 而 $ 既是 右 阿 丁 的 又 是 右 诺 特 的 , 
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$5.3 阿 丁 模 与 诺 特 模 的 = к 


ix M = Mr 是 任 一 模 . Епа„(М) = Mr BJ Z El А # 5. 
V pCEnd,(M), VsC N=>o* С End. (M), 并 且 我 们 有 MM 的 子 模 
Imp. Img2>. /mp NN/ ..., 
相应 地 Kerm aKerg’ Kerm 4 | 
ТЕМ АР TPS CRAZ Ж, Ep ЛО) Ну ЖЕ F, 第 一 (相应 地 ,第 
二 ) 个 链 是 稳定 的 ,从 而 产生 有 趣 的 结果 ， 
5.3. 1 定理 VEEnda(CM) ,我 们 有 
(1) MEET J> 35 EN, V nx [M = тоф" + Kerg"). 
(2) M 是 阿 丁 的 八 p 是 单 同 态 守 9 аА. 
(3) MM 是 诺 特 的 二 jn.EN, У пт = аф" П Kerg], 
(4) МЕ ИТИ ЛФ 520 是 自 同 构 . 
ШЕ. Сонети, 3n EN 使 得 
Үз >п, Imp™ = [mopn， 
于 是 / V nzn, Imo" =1шф°", 
УхЄМ,ф"(х) € Imp" = Img", 
W IyEM, E ф"(х) = p(y), 从 而 推 知 
plr- p”(y)]=0=>k; =x- ре(у) € Kerg” 
=>x = g"(y) + kE Img’ + Kerg”, | . 
(2) Ep 是 单 同 态 , 则 VwnEN, os 也 是 单 同 态 , 亦 即 Kero” 
= 0 由 (1) 推 出 MW =1шф" (Н Парз tImg, ik М = ар, JF 
F p Ж 8 Ai. 
(3) 由 本 定理 前 而 的 说 明知 ， Jn C N 使 得 Y Гүя Kerg" 
= Kero", AMIEN Kerg” = Kero?" n>n. V xC пф" П Кегф", 
ЧУЄ M, #5 х= ф"(у) ЖН 0 = ф"(х) =p). AMEA yE 
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Кегф?" = Kerg”, k x =gpn(y) = 0, 
0 = Гаф" П Кегф, V nZ, . 

(4) Фр 是 满 同 态 ， 则 VnC N, o" 也 是 满 同 态 ， 亦 即 M = 
Img”. 由 (3) 推 知 Кегф" =0, 由 于 Kerg~*Kerg™, 所 VKerg = 0, 
亦 即 9 = Ар. 0 

5. 3.2 推论 (Fitting 引 理 ) 设 M= Ma 是 有 限 长 的 模 ,g 是 好 
有 的 一 目 闻 构 , 则 

(5) IJn, EN, 使 Vw 二 no[LM =lmgos@Keron1, 

(6) 9 是 日 同 构 寺 >9 是 满 同 态 寺 >q9 是 单 同 态 . 

ШЕ: (5) 取 (1) 及 (3) 中 存在 的 那个 自然数 m 中 较 大 者 作 (5) 
НУ 2, 即 可 . 

(6) 从 (2) 及 (4) 共 同 推出 (6)。 П 

Fitting 引 理 意味 着 有 限 维 向 量 空间 的 熟知 性 质 得 到 了 推广 . 


55.4 诺 特 环 的 刻 划 


本 节 给 出 座 特 环 的 一 种 刻 划 ,对 了 解 诺 特 环 上 的 模 理 论 将 起 重 
要 作用 , 本 节 定 理 的 证 明 本 质 上 是 建立 在 Baer 判定 的 基础 之 上 . 

玫 先 介绍 模 的 内 射 包 这 一 概念 。 我 们 已 知 , 任意 模 均 可 单 同 
态 地 奶 入 某 内 射 模 ， 令 我 们 感 兴趣 的 是 对 的 最 小 能 入 . | 

5.4. 1 定义 En M->0 称 作 MM Алан <> Q 
内 射 的 且 9 是 大 的 ， 亦 即 Imn Q. 

注 ， 在 不 指明 嵌入 ”也 不 致 引 起 混乱 的 场合 ,我 们 径直 称 8 是 

例如 =1(Zz). 

可 以 证 明 (例如 ， 周 但 勋 车 《同调 代数 》), 对 任 一 模 M, 其 内 射 
包 了 7M) 总 存在 并 且 在 同 构 意义 下 唯一 ， 

5.4.2 定理 对 环 K ,下列 条 件 等 价 , 
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(D Rs RWAN, 


(2) 内 射 右 R- 模 的 每 一 直 和 都 是 内 射 模 ! 


“(3) 可 列 个 单 的 右 R- 模 的 内 射 包 的 直 和 仍 是 内 射 模 . 
W: (1)= (2); SQ, = о, 是 内 射 右 KR- 模 OQ, 的 一 下 和 . 
由 Baer 判别 法 4.2.13, 为 了 证 明 9 是 内 射 的 , 只 需 证 明 ， 对 每 个 
HHE Us. R 及 每 个 同 态 p: U—0,， APAN A T, Ka 一 Op 使 得 
р= т. [Айн U—R 是 包含 映射 ， 事实 上 ， 由 于 Ka 是 府 特 的 ， 


故 U 必 是 有 限 生 成 的 : U = 2; R. 


УзЄ{1,2,++,л}, ж ТЕ p FRG pu) € O ЖК АЖА 


限 多 个 8, 使 p(m) 在 其 上 的 分 量 不 等 于 0, 故 存在 有 限 集 1,C1, 使 得 
ob， 个 0 一 外 0 是 包含 映射 且 рро, БАН, Ар = 


to Po. 


由 于 1, 是 有 限 集 , KO ERIE, TERE- RAT: R 


Po 使 在下 图 可 换 ， 即 pe = тым. WES т, = ura, 那么 我 们 有 


p=i0po = т, 


(2)=> (3): (3) 是 (2) 的 特例 . 


OS): 通过 及 证 法 表明 Ks ЖУЙЕ. 


假若 Ra 不 是 诺 特 的 ， 则 存在 R 的 右 理 
想 的 真 升 链 
А; = A FAFAFA, 
FÈB = U A, 也 是 R 的 右 理想 . V b C B 存 在 
n, EN, ® Vi2>n,bC A. VIEN, 3e,6€ 
B\4,. 由 1.3.12 推 论 , 有 限 生 成 模 ( 实 际 是 循 


U 4 4% 
| ⁄ d 
А и” 
РА 
А To / 
Фо И 
. { / 
| IA J T 
| / 
& / 
ү > 
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WENER + A1)/4i 必 含有 极 大 子 模 МА, Р 
Е;, =((ciR+ A)/A)/ CN A) 
是 一 单 模 ， 

令 va (aR + A1)/41->E, 表示 自然 满 同 态 , MOIE) Е, 的 
WHEE u: Е,» КЕ) Еу, 于 是 ,存在 RR- 同 态 ma В/А,-> 
ГЕ) 使 得 左下 图 可 换 ， 其 中 y 是 相应 的 包含 映射 ， 且 Vi€EN， 
因 c E A W T= c /A,=0. LAE #1, ЖАНА о ЕЕ 
同 构 ,从 而 p (0.20, 2 ma (GO = (6) 0. < Е 


nb 
а. ВЭБ» > 0 (b+ A), 


ё = 1 


F 


| и. | 
(ciR+A)/A,: — D/A 


В — E 
, ‚И 
Vil. / | p ' 
f. | ” 
^ а ^8 
Е ”1 | Z 
i 
| Z GI (E) a 
 # 


其 中 n (b+ A4) 是 (5) 在 直 和 各 1(E4) 中 的 第 i 个 分 量 . A V Б> 
nb € Ai, 故 a(b) 至 多 有 限 个 分 量 非 零 ， 这 说 明 a) Є DKE) 
(车 把 旬 1(B4) 视 为 外 直 和 的 话 , 则 令 alb): = (Cb + 41)) 即 可 ). 
不 难 验 证 ,a 是 Ba->@@1(E,) 的 同 态 .由 (3) 知 ， DENEA JIR, 
故 存在 同 态 В 使 得 右上 图 可 换 . 令 5 是 B(1s) 在 @@1(E4) 中 的 第 分 
量 , 故 存在 nwEN 使 得 Vi>n,b,=0. 于 是 Yb5EB,a(b) = pL(2)] 
=p) = ВА. МЕЕ + AD = ББ = 06 =0; Меп 以 及 
VbEB. RWA с, СВ\А,СВ, і m (ei + А) = (60) =0. 这 与 上 
ШЕШУ СМ, gE = 4р: (0;) 0 相 了 矛盾 П. Sa 
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5. 4.5 推论 令 R, 是 诺 特 的 且 {M 小 E 站 是 一 族 右 R- 模 ， 如 
果 is MKM, Æ M, ЕЕЕ, M 
中 Niz СЭ м, PIM») 
AM: нз ®. 
证 ， 由 5. 4. 2 定理 ， гемә sunt, 再 由 4.1.7 836, 8 


š € I 


{т(;) ZKM, ViE1, 故 
аСт) -Pma Өкмә. | 


¿€ T {ЕТІ 


жир їн: 中 M oon фм ГГА 0 


65 5.5 "Г 5 可 本 环 上 内 射 寞 的 分 和 


模 论 的 基本 问题 之 一 是 关于 把 模 分 解 成 它 的 子 模 的 直 和 和 | 如 
果 出 现在 分 解 式 中 的 全 部 子 米 本 庙 是 不 可 分 解 的 , 则 这 样 一 种 分 
解 就 算 完成 了 . | 

为 此 ,我 们 需要 定义 某 些 概 念 . 

5.5.1 定义 (1) Ж Mp 称 作 直 可 分 的 (相应 地 , 直 不 可 分 的 ) 
:+=>Мк„= 0 或 存在 M 的 一 个 异 于 0 及 M 的 直 和 项 (相应 地 ,M 
+0 且 间 不 存 福 一 个 异 于 0 及 M 的 直 和 项 ). 

(2) $ U=M,, M {ЕШ БЕГИ ( 指 交 不 可 约 )， > 
ү АВАМ ОА ОВО АПВ О 

(3) M 称 作 是 不 可 约 的 ( 指 3 ZKT), <— M 在 0 上 不 可 约 . 

关于 模 的 分 解 ,有 三 个 问题 需要 研究 ， 

D 在 什么 条 件 之 下 ， 一 给 定 模 可 以 分 解 为 直 不 分 子 模 的 直 
和 ? | 

(2) 这 样 一 种 分 解 如 果 存 在 的 话 ,是否 唯 一 确定 ? 
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《3) 囊 不 可 分 解 模 有 何 性 质 ? 

本 节 对 于 诺 特 环 及 阿 丁 环 上 的 内 身 模 ,就 问题 (1) 及 (3) 作出 
了 回答 .至 于 回答 问题 (2) ， 需 要 用 到 其 它 进 一 步 的 概念 , 故 从 
Bë. 

首先 ,我 们 对 直 不 可 分 内 射 模 进行 刻 划 ,这 里 先 假定 基 环 尺 是 
任意 含 么 环 ， | 

5.5. 2 定理 20-0, 是 内 射 模 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(D 是 直 不 可 分 的 ， 

(2) 是 每 个 非 等 子 模 的 内 射 包 ， 

D 0 的 每 个 非 零 子 模 是 不 可 约 的 

(4) 是 某 不 可 约 子 模 的 内 射 包 . 

ШЕ; (1)=>(2): $0 +030 HIU) Q E U 的 内 射 包 .由 ` 
于 0 去 0, 故 1(0) 关 0. 又 因 1(0) 作 为 一 内 射 模 是 Q 的 直 和 项 ,从 
EH ICU) = Q. | 

(2)=(3); VMQ H 4, Ba M,A=0=B. HAKA) =0, 
4 E Q 的 大 子 模 ,从 而 推出 ANB, 

OSU): 作为 9 的 一 个 非 零 子 模 ,O 有 目 喘 也 是 不 可 约 的 , 且 
0) =Q. 

(4)=>(1): 令 是 不 可 约 子 模 计 二 0 WAHE, HEBREO 
= AÐB, A+ 0 +B, HFM £ ОКТ, МПА 0 =M n 
B. XN M 是 不 可 约 的 ,所 以 ， 

(MNA)N (MNB)A 0. 
这 与 4 站 B= 0 矛盾 , 故 9 是 直 不 可 分 的 . П | 
”5.5.5 推 论 (1) 每 个 单 六 - 模 的 内 射 包 是 直 不 可 分 的 . 

(2) 直 不 可 分 的 内 射 R- 模 О 至 多 包含 一 个 单子 模 . 

(3) E Rs 是 阿 本 的, 则 每 个 直 不 可 分 内 射 模 Ол 都 是 某 一 单 . 
R- 模 的 内 射 包 ， 

Ш, (D 因为 单 模 是 不 可 约 模 , 故 由 5.5.2 定理 推 得 (1). 
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(2) ЖЕ, ЖЕНЕ, H 5.5. zm E vo, 从 
Tü ENE, +0, FÆ E= ЕПЕ, = 

(3) У0-=4С0, ДІН ЖУ 是 阿 了 模 , 由 于 9 
的 子 模 的 每 一 降 链 稳定 , 故 4R 必 合 单子 模 E. 由 5.5.2 定理 , СЕ) 
=Q. D 

5.5.4 IE Г k Ms 的 一 些 子 模 的 集 , 则 使 行 


u-u . «ж) 


ЮГ 的 一 切 子 集 4 中 , 必 有 极 大 元 A. 
Ш; 
G, = {АИА СГ ЛЖ) Е), 
则 G 对 于 包含 关系 构成 半 序 集 . 因 6 = У Us Dr, €G, 


Te 中 se . 


从 而 Се @. — H E. G tf EZ 8: B. О. =U А, 9 Tr. 我 


ПР, ОСС, FARE) ETR, О 中 的 子 模 的 和 不 是 直 
和 ， 则 这 个 和 中 必定 有 一 有 限 部 分 和 也 不 是 直 和 ， 由 于 妃 是 全 序 
T, А О 中 挑选 的 有 限 多 个 子 模 必 定 同属 于 某 4E 了 如, 故 它们 
的 和 必定 是 直 和 ， 这 是 一 个 矛盾 , 所 以 8EG, ДШ О # H # G 
PER WERSIE, E G 中 有 极 大 元 Ao 0 
5. 5.5 推论 (1) 对 每 一 模 Ms, 存在 一 直 不 可 分 内 射 子 模 的 
极 大 集 , 使 得 它们 的 和 是 直 和 . | 
(2) 对 每 一 模 Mgs 存在 一 单子 模 的 极 大 集 ， 使 得 它们 的 和 是 - 
直 和 ， 
证 ， 在 情形 (1) 中 ， 令 工 是 直 不 可 分 ) 内 射 子 模 的 集合 ; 在 情 
形 (2) 中 , 令 工 是 单子 模 的 集合 ,而 由 5.5.4 引 理 直 接 推 得 。 П 
5.5.6 BUR Æ Rs 是 诺 特 的 , 则 每 个 非 零 模 Ms 都 包含 非 零 
不 可 约 子 模 . 
Ш. ВЕ M 的 任 一 非 零 有 限 生 成 子 模 ,由 5.1.3 推论 (2)， 
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В 是 诺 特 的 ， 我 们 只 需 证 明 ,B 包含 非 零 不 可 约 子 模 ， 令 
Т ={X|X¥BA З ҮхлВ E ХПҮ=0 
H X # ХПҮ= 0 中 具 极 大 性 } 


HFT ERRE 号 的 真子 模 的 非 空 类 ( 因 06E7), 故 由 5.1.1 定 义 ， 
工 中 存在 极 大 元 Xo, 故 3 06 tE X N U = 0, B. X, Æ X, U6=0 中 
JFK KRE. AXAB, 0,0. ЗА U, 是 不 可 约 的 ， 因 为 U。 
的 每 个 非 零 子 模 C 都 是 О, KTR. EXE, VLU, CNL 
=0, ДСП (X, + L)=0. 由 X, 的 极 大 性 且 CH 0 推 得 X,+ 工 = 
X. T 

LAU, ПХ) =0,. 


亦 即 U, 是 B8 的 从 而 也 是 M, 的 非 零 不 可 约 子 模 . П 

5. 5.7 定理 Ж R, 是 诺 特 的 , 则 每 个 内 射 模 0, 都 是 直 不 可 
分 子 模 的 直 和 .此 外 ,车 Rs 是 阿 丁 的 ( 稍 后 将 证 明 : Rs 是 阿 丁 的 
>R: 是 诺 特 的 ) ， 则 每 一 个 直 不 可 分 的 被 加 项 都 是 某 一 单 R- 模 的 
办 射 包 . 
证 ， 考 罕 0, 的 直 不 可 分 的 内 射 子 模 的 一 КФ 1, 使 得 该 极 


大 集中 的 子 模 的 和 是 直 和 (由 5 5.5(1) 知 )， 令 Qu =.. 由 于 。 


每 个 0, 都 是 内 射 的 ;由 5.4.2 定理 (2) 知 , Q, 也 是 内 射 的 ， 从 而 9 
是 8 的 一 直 和 项 . 50 = 0, BQ1. 于 是 只 需 证 明 Q, = 0 即 可 £ 
不 然 , 如 果 1 到 0, 则 由 5.5.6 518,0, 包含 非 零 不 可 约 子 模 M. 令 
М) = М0, 的 内 射 包 ， 则 I(M) 是 内 射 模 ， 从 而 是 01 的 一 直 
和 项 . 50,=-0М)ФО,, Н 5.5.2 定理 ,作为 不 可 约 子 模 M 的 内 
射 包 KM) 是 直 不 可 分 的 , Р ОКМ) 也 是 直 不 可 分 的 内 射 子 
模 的 直 和 ， 这 与 1 的 极 大 性 冲突 ， 所 以 ，0 = 0, 从 而 9 = 0, = 


DQ. 


4 € I 


此 外 ,车 Кв 不 仅 是 诺 特 的 也 是 阿 丁 的 , 则 由 5.5.3 推论 (3)， 
о 100 ° 


全 部 非 零 的 下 不 可 分 内 射 模 8; 都 是 单 R- 模 的 内 射 包 0 


综 я 


1. 全 方 阵 环 Ма, RR E EECA THR 是 右 诺 特 
(或 阿 丁 ) 的 ， 

2. 每 个 不 售 堆 因子 的 右 阿 丁 环 孝 是 除 环 ， 

3. (1) Ж M, 满足 关于 有 限 生 成 子 模 的 极 大 条 件 , 则 M Iz 
诺 特 的 . 

(2) 试 给 一 模 Mr, 虽然 它 消 足 关于 和 镇 环 于 模 的 村 大 条件 ,但 
M, 却 不 是 诺 特 的 . 

1. Ж M, 满足 关于 直 和 项 的 极 大 条 件 ， 当 且 仅 当 它 满足 关于 
直 和 项 的 极 小 条 件 ， | 

5. 设 模 M, 满足 关于 直 和 项 的 村 大 条 件 . PEM 

VpEEnda(M), 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) p 是 左 可 北 的 ( 亦 即 裂 的 单 同 态 )3 

(2) 9 Z T š нота ЕА), 

(3) p 是 可 弟 的 ( 亦 即 同 构 )， 

6. 模 Mz 称 作 不 可 分 前 ( 异 于 直 不 可 分 的 )， 如 果 My 0 E. M, 
的 任意 两 个 真子 模 的 和 也 是 M, 的 真子 模 . 证 明 ， £ Ba Аар 
丁 模 , 则 在 在 B 的 一 个 不 可 分 商 模 . 

”7. 著 模 M, 是 有 限 长 , f, M->N 是 一 R- 同 坊 ， 证 明 ，Imf 及 
Kerf 也 是 有 限 长 ,并 且 x | 
Le(Imf) + Le(Kerf) = Le(M), 

8. + M, 5 Na 都 是 诺 特 的 ,而 已 是 任 一 模 ， 使 得 0->JMM->P 

一 人 一 0 正 合 .证 明 忆 也 是 诺 特 的 . | 
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= — m hir — mm k = m - + - - -= — чын з = p. 


Жууш FARA 
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向 量 空间 的 概念 有 两 方面 的 直接 而 重要 的 推广 .它们 是 ， 

(1) 自由 模 及 其 直 和 项 , 即 投 射 模 ， 对 此 我 们 已 作 了 初步 讨 
论 . 

(2) 每 个 子 模 都 是 直 和 项 的 模 , 即 所 谓 半 单 模 . 本 章 将 对 此 进 
行 较 系统 的 研究 ， 先 介绍 若干 引 理 . 

6.1.1 引 理 ”车模 Ma 的 每 个 子 模 都 是 直 和 项 , 则 M, 的 每 个 
非 零 子 模 都 含有 单子 模 . 

Ш, 40 天 U4M, 不 妨 设 U 是 有 限 生成 的 , 由 1.3. 12 推论 ， 
存在 一 极 大 子 模 CU., 由 题 设 , 存在 MAM, E4 М= СФМ;. 
借助 1.3. 16 模 律 得 . П 

U = МПО = [СсФМ 1010 = сем, ПО), 
Ww U/C=M, ПО, H+ C # U К, U/C, АШ M, U ÆU 
的 单子 模 。 П 


6.1.2518 $ M= PJM, M REFR, Н, Ф ОЧАМ, N 
(D FE 71, 8% M=U@ (CD. 
(2) 存在 Kci, 使 得 UM 


{EK 


P, ={LLCINVU+ У\м,=оФ‹Ом)). 由 于 DM,=0, 
i € L í € L i € Q 
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ий чан dm = — — СЕ нна „аты = 


00 6Г, АШ Ге @,НЛЕ®@хжс F T 是 一 偏 序 集 . 令 4 是 
厂 的 一 全 序 子 集 , 且 令 L*= UL, mL 是 4 的 一 上 由 是 显然 的 ， 
刹 下 只 需 证 明 L* € Г. О _ 

对 于 任意 有 限 集 EcCL*= U L, BE L€ A ЕСІ. + 


н + > m,=0, иЄ, EM,. 


c E 


H ЕСБЄГ, EH u=m=0, VICE, TE 


U + >; M,= оем), 


Мт L*€ Pp, 故 L* 是 4 在 工 中 的 一 上 界 ， 由 佐 轧 引 理 , ДЕЛЕ— 
极 大 元 JEI. $ 

| М, =U + OM =0@( 册 м,). | 

Vi EL N+ М, = NOM,, ERTA ERR LEJ, Н JSEJ U (i) 

E 了 ,这 与 了 的 极 大 性 冲突 , 故 NNM, +0. 但 由 于 M, 是 单 的 , 故 

NNM,=Mi., YCL J.W MeN, JRE M = > МхяМчАМ, 


所 以 l 
M=N=U@( Du.) 
(2) Ф M=U@( D м,), сањ, UDM Butis U, 
从 而 存在 KC, 48 | 
M= (中 м,)®(Ч© м, ). 


f € J 


由 第 一 同 构 定 理 推出 ° 


й=м/ Ф M,= DM. 1 
Т А ЖТТ ЖУЙ. 
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6. 1.3 定理 对 一 模 M = Ma 下 列 命题 等 价 ， 
(1) M 的 每 个 子 模 都 是 单子 模 的 和 
(2) M 是 单子 模 的 和 ， 
(3) 1M 是 单子 模 的 直 和 3 
(4) 对 的 每 个 子 模 都 是 M 的 直 和 项 . 
i (D>): (DEDIK. 
(2)=>(3); 在 6.1.2 引 理 (1) 中 令 U=0. 
(3)= (4): Hi'6.1.2512E(1)3jE!E: 
(4)=>(1); QUM B. E 
U= © M, 
“ут ` 
Wj UU, ННСА у, U, 是 М 的 一 直 和 项 ， 于 是 有 NUM {M= 
UON, МО =MNAU=U, ONNU). ÆN NU)+0, ДЕ 
6.1. 1 引 理 ， ҖАЙ BuaN N UaU, 从 而 Вх^л0,, Во Вул П 
(NNU) =0; 这 不 可 能 ， HOND =o m | 
| | ос U= U, = 5 M,. U 
` | Жу M AU 
6.1. ажи (1) — M = M, ҮТҮ < 满足 定 
96.1.3 的 等 价 条 件 之 一 . 
(2) 一 环 尺 称 作 右 (相应 地 , 左 ) 半 单 的 , >Ra( 相 应 地 ,aR) 
是 半 单 的 . 


显然 , 零 模 0 是 半 单 借 因为 0 = 2,MoM, emf E 


不 是 单 模 (参见 1.2.3 定义 (2)7)， 
例 (1) 除 环 K 上 每 个 向 量 空间 也 = V, жге. Ук = 
УК, яф 0 СҮ 时 ,x 人 EEH. 


(2) Zz 及 Qz 部 不 是 半 单 的 ， ANE ERRAR T Pp (H 
1.2.45| 理 下 面 的 例 ). | 
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—— dimo amo -ae жы r- -r= — s 


(3) < V =V, 是 一 问 量 空 219, Ш Еп (Ук) 是 一 双边 半 单 环 
 <—dim(V p<, | | | 

Ш. ЛАШ 6.3.1 011). 

6.1.5 推论 (1) 半 单 模 的 每 个 子 模 仍 是 半音 模 . 

(2) 半 单 模 的 每 个 满 同 态 像 仍 是 半 单 模 . 

(3) 半 单 模 的 和 仍 是 半 单 模 ， | 

(4) 017 Жл АЧИН, 在 癌 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 
IPEPE 

Ma= Ф M,- N, MoN 232. А ҢЈ, 


则 存在 一 双 射 0; l>, 使 得 VICI, M,N, eo. 
iE: (1) 由 6.1.3 定理 (1) 得 . 
(2) 先 考察 单 模 的 同 态 像 . S A 是 单 模 , а, A 一 B 是 一 满 同 态 ， 
Mj 4/Кега= В HÆ Ker w\44 上 日 4 是 单 的 ， 故 Kera=0, жї 
Кега= А, #1812, U B24 是 单 的 ; 车 后 者 , 则 8=0， 故 单 模 的 
满 同 态 像 或 是 零 模 或 是 单 漠 ， 从 而 半 单 借 的 满 同 态 像 是 单 模 的 和 
REPE AERE — — | 
(3) 由 6.1.3 定理 立 得 . 
《4) 是 Krull-Remak~Schmidt ж Яу ЖЕЛ. 证 明 较 复杂 
WAAR CS pl, KaschaModules and Rings», P180, 7. 3. 1). [] 
对 于 半 单 模 , 所 有 的 有 限 性 条 件 均 等 价 . И ü 
6. 1.6 定理 对 一 半 单 模 M = Ма, 下 列 条 件 等 价 ， 
(D 1 是 有 限 个 单 模 的 和 
(2) MEERDERE; _ 
(3〉M 是 有 限 长 ，“ .， 7 o 
(4) M 是 阿 丁 的 , 亦 即 放 的 子 模 满 足 降 链 条 件 ， 
(5) M ERTH ХАТМ RJ PA ДЕЛЕ Ж fP: | 
(6) M 是 有 限 生成 的 ， | 


ae 中 
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(7) M 是 有 限 余 生成 的 ; 
ü, 若 M=0， 则 所 有 条 件 都 是 明显 成 立 的 . WAI MA 


(1)=>(2), 由 6.1.23 引 理 立 得 ， 


(2) 之 (3)， 令 M = (AM, Жон М, RE. A 
= 


Q м, @м,ем, 
是 单 模 , 故 
DaM, aM, + мм, = M 

是 1 的 合成 列 , Аш M E: 85 ЕЧ. 
S (3)=>(4),(3)=>(5), 649907) Е СБ 2С) А4 
5.1.2 定理 立 得 . 

(6) 一 (1) 由 1.3.14 定 理 推 得 . | 

(7 ) 之 (2 ) 种 M 个 是 尘 了 和 模 的 有 限 直 和 和 ， 则 必 存 在 可 列 无 


穷 多 个 单子 模 {Mii EN}. +A =M, ;EN TEM = А, 


的 一 降 链 L U A, JU A,A... ”因为 
(M,@--- OM.) N\A, 
= (MO DBM,) Г (M, DBM, .,@.-:) 一 


故 В, = (M,@--@MOn( N 41) =o, v n€ N. 


Їй Г\4,= 4 n (n 4,)= MM, DN N4) 


ёа і 4 з] 
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= UJ B,=0, 
п = ] 


但 是 ,任意 有 穷 多 个 4, 的 交 显 然 等 于 最 大 指标 的 4,, 故 不 可 能 等 
Fo. 这 便 与 (7 ) M 是 有 限 余生 成 的 矛盾 .从 而 6.1.6 定 理 证 
ю D | 
令 M, 是 半 单 的 ,而 Г 表示 M 的 全 部 单子 模 的 族 ， 亦 即 
Г = {Е|Е«МЛЕ 是 单 的 }， 
= ж. Г 的 等 价 关系 , 令 {日 ;jEJ} 为 这 些 等 价 类 的 族 , 亦 即 同 构 
类 的 族 ， 于 是 Q ПӘ, = D, Ni ,1Є,1=#1. 


6.1.7 定义 В, = 24 E 称 作 M 的 一 个 ( 次 ) 齐 次 分 支 . 


6.1.8 引 理 < Mr RINA, 而 B, 是 M 的 (i 次 ) 齐 次 分 支 ， 
则 (1) Us B , AU ж цу» € Q9,. 
(2) M = 中 3. | 


JEJ 
ШЕ, (1) Ñ 6.1.2 引 理 (2) 推 知 ， 行 在 一 相应 的 EE9y, EU 
~E, ZERA U Н. Е Се ФЕ 中 不 会 出 现 更 多 的 项 , 故 
Uc9,. 


(2) 因为 M gas ШИН ATER ASTE О, 内 ， 
故 推出 M = >]В,. 89 > B+B, {РЕ i, EJ, 使 得 
D, = B,N >B,s=0. 
由 6.1.1 定 理 及 6.1.3 定 理 有 也 的 一 单子 模 Е, EaD aB, H 
(D EIBEC9,,, XAA Ем ÈB, үн в. 1. 2 引 理 (2) 推 出 , 存在 一 
DhE hA EEEO, Т0 ФЕЄО, ПО, AD, FA. Ж 


M = @в,. T 


IEJ 
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$6.2 半 Š ж 


WR- AHRR- MRA CA kE), BANEIRA 
有 相应 的 性 质 ， 比 如 , 前面 我 们 提供 的 环 5, 作 为 左 S- 模 , 它 既 非 
АЈ НУЛЫ ЗЕТ КРА). 但 作为 右 模 ， 它 既是 阿 丁 的 又 是 诺 特 的 . 
所 以 , 环 论 的 许多 性 质 都 与 人 出 有 关 ， 于 是 便 产生 这 样 的 问题 , 哪 类 
性 质 只 是 一 侧 具 有 而 男 一 侧 却 不 具有 ， 而 哪 类 性 质 却 是 两 侧 共 同 
HA? 下 面 将 证 明 ， 环 的 半 单 性 就 属于 后 一 种 性 质 . 

6.2.1 定理 R, 是 半 单 的 全 >sR 是 半 单 的 ， 


Ш: <, К 是 半 单 的 ,于 是 由 6.1.3 定理 (3) ‚вА = Өш, 


IEF 


EARL 4 R. &КЭ1„= У?е;, He Є. & h= {Є Те, +0} 
гє] 


由 1s 的 有 限 支承 性 知 , 人 必 为 有 限 集 . 故 1z= Уе. Va 


ié L 


cy， 左 乘 上 述 两 边 得 G; = У?ае,,а,е, EL,, 
( #76L, MaE L. [| > L, =0, 这 说 朋 4a， =0, 从 而 
L,=0, sR= L, 


(2) ЖЈЄ1,, Wij dy = 03е; + > 23е H 


feet € I, 


>! 236, =а;— Oj€) Є L, N > Li= 0, 
Ji 


小 а; =G; V1C I K V aE L; 特别 地 е; = ее, ЖЖ. 同时 
° 408 ° 


EER l= >] BAAR R R = R= 2296. 

以 下 只 需要 证 明 V: C Л, К eR 都 是 单子 模 即 可 ， 由 于 
үіС1,,е;%0, W e R=e0. V 0 Ёле, дає Е(а2-0), BH aK 
Eae К. H aC Eva4e,R, w ЭТСЕ, Wa=er. F ea = ¿t 
= e,r = a. | 

EK Re, = L, 是 单 的 , 且 еа = a==0, 0% 


p: Ке, Dre; re;a = ra € Ra, 


显然 p 是 非 零 满 上 ~- 同 态 . 出 Re, 的 单 性 知 9 实际 上 是 同 构 , FE, 
Ке,= Ка WEP. HEI „К 是 半 单 的 ， 故 存在 R {# К = 
RQU. HS | 
Y, Ra@U Dra + u>g1(ra) = re,, 
不 难 验证 多 E карек" (参见 5.3 引 理 ). 故 3 "єк" 
=#@(a) =b (а) =ab EaR, 
从 而 e R<aaR, wR =E =e, R 是 单 模 . I 
6.2.2 推论 
(D 天 是 半 单 环 拓 > 每 个 右 的 及 左 的 R- 模 是 半 单 模 . 
(2) REFERAR К, 与 模 „К 有 相同 的 长 度 . 
(3) 半 单 环 的 满 同 态 像 也 是 半 单 环 ， 
(4) R 是 半 单 环 拓 > 每 个 右 的 及 每 个 左 的 R- 模 是 内 射 的 
< 每 个 右 的 及 左 的 R- 模 是 投射 的 . 
《5) КРН <= 每 个 单 右 R- 模 及 每 个 单 左 R— 模 是 投 
ШШ; G) =>, Æ R, 是 半 单 的 , 且 M=M,, MH 6 1.502) ， 
V mC M,mR 作为 Ra 的 满 同 态 像 也 是 半音 的. 又 由 6.1.5(3) ， 


M = > mR 也 是 半 单 的 ， 对 左 R- 模 „М, 相应 结果 的 证 明 类 此 。 


w М 
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< 二， 结论 是 前 提 条 件 的 特 款 。 
(2) 本 结论 已 包含 于 6.2. 1 定理 的 证 明 中 .因为 若 Ке, 是 音 


AJo К = Ске, 同样 e R 也 是 单 的 且 R, = eR. 


(3) 若 尺 是 半 单 环 且 р. R— 5 是 满 环 同 态 ， 利 用 纯 量 变更 
法 ， узє$ 及 VrER, 令 $r; = р (r), Ш Sg 便 转 化 为 模 VE 这 
时 , 模 S s 的 子 加 群 与 模 S, 的 子 加 群 自 然 重 合 . H 6. 1. 5 推论 (2)， 
作为 半 单 模 Rs 的 满 同 态 像 ，$s 也 是 半 单 模 , 从 而 %s 也 是 半 单 模 . 
同样 ， 作 为 sR 的 满 同 态 像 S 也 是 半 单 模 ， 从 而 sq 也 是 半 单 
的 . | 
(4) ЖЕ 是 半 单 的 ,由 (1), 每 个 右 R- 模 是 半 单 的 ,: 从 而 它 
们 的 子 借 都 是 直 和 项 , 故 每 个 子 模 到 右 R- 模 的 包含 映射 可 裂 , H 
4. 2. 1(1) ,每 个 右 R- 模 是 内 射 的 。 同时, 由 3. 4. 13 推论 , 每 个 右 
R- 并 都 是 某 自由 模 的 满 同 态 像 ， 从 而 每 个 右 R- 模 都 同 构 于 荣 目 
由 模 的 直 和 项 ， 故 依 4,2,5 定理 ,每 个 右 R- 模 也 是 投射 的 . 反之， 
车 Rs 是 内 射 的 (也 是 投射 的 )，Rs 的 每 个 子 模 ( 亦 即 RR 的 右 理 想 》 
对 Rs 的 包含 映射 是 裂 的 ,所 以 Rs 的 每 个 子 模 都 是 Rs 的 直 和 项 、 
EI R, 是 半 单 的. 
(5) >; AOLE. 
<=, 记 Soc(R,) E КН) ЫЈ. FEAR RJ. 由 6.1. 3 定理 (2)， 
RIA 只 需 证 明 Ra = Soc(Ra) 便 表明 Rs 是 
半 单 的 . 假若 R=eSoc (Re) ， 则 由 
И | 1. 3. 12 定理 知 ,，Soc CR)s 被 包含 于 
| R 的 某 极 大 右 理 想 妇 中 , 因 R/A 是 
R КА 单 的 右 R- 模 。 由 题 设 , 它 是 投身 
НУ. 放 存 在 R— Бр 使 上 图 可 交换 ， 亦 即 ?gp =1a 1 WPF 0. 
由 2. 3. 10 推论 (3)， 
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| R = Imp Kery = Imo @A, 

Imgp= К/А 是 单 的 ， 故 Imgp、4Soc(Rz )、+4, 这 与 ANImp= 0 
矛盾 . Ж Е = 5ос(Р,) у. П 
”下 一 步 ,考虑 分 解 一 半 单 环 为 直 不 可 分 的 双 面 理 想 的 直 和 , 5 
BREPAR, 且 R= B DB, ФВ, 是 一 分 解 式 ,其 中 B36 都 是 
6.1.7 定义 意义 下 的 齐 次 分 支 . 类 似 于 6 2.1 定 理 的 证 明 推 知 ， 
”前 次 分 支 的 个 数 必 定 是 有 限 数 . 我 们 以 下 证 明 ， 每 个 B, 部 是 双 面 
单 理 想 并 且 它 们 彼此 零 化 , 即 B,B,= ó,/B,. | 
“作为 预备 知识 ,首先 证 明 下 面 的 引 理 ,， 
6.2.5918 it 4 是 模 R, 的 一 直 和 项 ， 则 由 А 生成 的 双 面 
”理想 RA 包含 作为 4 的 满 同 态 像 的 R 0 Ва. 
MF: < BR 使 Rs = 408, Н. л, Ез, 是 典范 投射 
‚ЖЬ, £ ~ a: 4->4/ Е R- RASHA R, 8 ARRES 
| ЕВ], WO “àw C End(R,). H 2.5. 3 引 理 知 ` End(Re) = = RG. 
HIERE с = уал. Ел) = 504), ° 

А = Qn (R= arl A) =c (AY =сАсКА. D 

现在 可 以 证 明 经 典 的 魏 德 邦 定理 的 第 一 部 分 了 

6.2.4 定理 SRy 0 是 半 单 环 并 且 

Ra = В,ФВ,Ф:..ФВ, (相应 地 ,sR = CDC ec, 
是 Rs( 相 应 地 ， aR) 对 于 齐 次 分 支 的 分 解 ， 则 

(1) VjC€(1,2,..., т}, В, 是 的 单 的 下面 理想， 

(2) m= ww, 且 适 当 排 序 后 有 8B,= Wa 1,2,-. 

(3) В,В,=0,,В,,2,ј= 1,2, -. 


бу = Ü 9 аы 
1 ,1=1 
(4) B, 自身 是 含 么 单 环 . 
《5) RR 对 单 的 双 面 理想 的 直 和 分 解 ( 营 不 计较 顺序 ) 是 唯一 确 
‘111。 


-O ih O 由 于 Bs** 0 并且 由 B, 的 定义 知 ,存在 单子 模 Eu В, 
Ra。 以 下 证 明 RE = B,， 则 В, 是 双 面 理想 ， 事实 上 ，VYrE R， 
‚ ЕЭтгэге CrE 明显 是 满 同 态 . 由“ 的 单 性 ,这 一 满 同 态 或 是 零 同 
态 或 是 同 构 . 前 者 说 明 rE=0, 后 者 表明 rE= E, ВК Р 
9, а rE<B,, 亦 即 RE<B,. 反之 , VE B, R. Е’ =E, 出 
FE k КЬ JBE RUR E 5 a: E—>E'. $ER6.2.3 引 理 的 证 
法 ，3cER 使 EF%=cE<2REËE, El BRE, ik B. КЕ Я R 的 
双 面 理 想 。 以 下 再 证 明 B, 是 单 的 . 为 此 ; 50 ААВ, Е B, W 
任 一 双 面 理想 。 由 6. 1,3 定理 知 А, 也 是 半 单 的 ， 从 而 存在 单 的 右 
理想 E, ЕА ХАВ, HILHA В, = КЕЧКА = AaB, В, = А 
说 明 B, 没有 真 的 双 面 理想 , 故 В, 是 单 的 双 面 理想 
(2) 类似 地 可 以 证 明 , 每 个 Cy 也 是 单 的 双 面 理想 . 于 是 BiCy. 
也 都 是 双 面 理想 , 它 既 是 В, 的 也 是 C, 的 理想 ,但 由 В, 及 C, 的 单 
性 推 知 В,С,= 0 或 В, = В,С; = = С;, 对 于 固定 的 E{1,2, my 
ME ЖОМЕ NEUZ „ч B. = сах 


в.в (Фе) 


与 В, OMETE. TAS i HERRIN. 只 可 能 有 一 个 ! 因 
+ УХ, АЖ jy 也 是 这 样 的 话 ， MU B, = B, Ç = Gy, = 一 Gju .及 过 来 ， 
对 每 个 固定 的 有 € (1 „Ду nYo 也 只 存在 唯一 的 = (1,2, 9 п} ° 
使 B,, = Cy, 从 而 42) КШ. | ` ` 

(3) H R = Єв, 立 得 В, = КВ, = (Ф)в,. 

(4) НСЗ) 51, В, ВУХА 1846 R AREE 反 过 来 ， 
及 的 双 面 理想 自然 也 是 В, 的 双 面 理想 , 故 В, 既 :是 及 的 单 理想 ， 
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也 是 它 自己 的 单 理想 ， 亦 即 B, ова. 以 下 证 明 
` B, tS RERA. 


A R=QB 21, = A h € В. H 6.2.1 定理 的 证 明知 ， 


LR 是 Rs 的 单子 模 , 故 fiR= DB = 1 2 和 并且 是 的 中 
DEEN тя Vb=freB,rCR, | | 
bf, = f,b = ҺО) = fèr = hr = b, 

JP BR f; Ж В, 的 单位 元 ， | | О 

O 结论 已 包含 在 (2) фт. D 

6.2.5 定 义 在 6.2. 4 定理 中 的 单 的 汉 面 理想 Bili=1, 2, 

=, MIRE R 的 块 ， 

、 6.2.6 推论 — R жрд, а 
同 构 类 数 ,也 等 于 单 的 左 R- 模 的 同 构 类 数 . 

证 ， 由 6. 2. 2 推论 (4 知 ,每 个 右 (相应 地 , 左 ) R- 模 都 是 投身 
模 ， 故 投射 模 R, 到 循环 右 REIR ARSEN, КИШТЕ. 
的 右 ( 相 应 地 , 左 )R- 模 都 同 构 于 RR 的 一 个 右 ( 相 应 地 ; 左 ) 理 想 . 因 
此 ,只 知 滩 察 R 的 单 的 右 ( 相 应 地 ， 左 ) 理想 就 够 了 ;而 这 些 断 语 已 
包含 于 6.2. 4 定理 由 了 ， I 


96.3 ЖЖМ PEE: 的 单 环 的 结构 


为 了 完整 地 阐述 半 单 环 的 结构 ， 也 就 是 完 成 经 典 的 魏 德 邦 定 
理 的 第 二 部 分 的 证 明 ， 我 们 先 致力 于 进一步 考察 6, 2, 4 定理 中 提 
到 过 的 两 面 单 理想 В,. KEX B 是 半 单 环 R 的 右 理想 , 由 6. 2.2 
JEW, B, 是 半 单 右 R- 模 ， 又 由 6.2.4 定 理 (4) 知 , B, 也 是 半 单 环 . 
这 样 ，B, 作为 环 ， 既 是 单 的 又 是 半 单 的 ， 半 单 性 当然 不 蔓 含 
性 ， 反 过 来 , 单 性 亦 不 蕴含 半 单 性 ， 有 许多 例子 表明 ;并 徘 单 环 都 
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EFRR. .所 以 ,8 是 令 人 感 兴趣 的 环 类 CEHA RA FE 48 
的 单 环 ， 同 时 又 是 半 单 环 ， 下面 我 们 希望 证 实 其 逆 命 题 亦 真 ， 即 
具有 单 的 右 理 想 E 的 单 环 尺 必定 是 半 单 环 ， 为 此 , 令 B 是 所 在 
的 在 Rs KERKO, В= УЕ’, H E EN EaR, 与 Е! = EË 
RM, О 
显然 B. 是 半 单 的 . 此 外 , УСЕЕВ ЕАК, Е =0 
ЗЎР =E. Hi 6.2.4 定理 (1) 的 证 明 , B 是 尺 的 非 零 双 面 理想 . 
但 由 于 ER 是 单 环 , 故 R = B, 从 而 Rs = В, fE > Ea. RU. . 

我 们 将 证 明 ， 每 个 В, 都 同 构 于 除 环 K 上 某 有 限 维 向 量 空间 
V, 的 自 同 态 环 End(7) ,也 同 构 于 除 环 K E. n 阶 全 阵 环 . 

6. 35. 1 定理 令 了 =x7 Ж ИК 上 左 向 量 空间 , 则 

(D # 1 << + co, 则 End(V) 既 是 单 环 又 是 半 单 环 . 

(2) # dimV = +оо, Mij End (И) Е Ж 也 非 半 单 环 . 

W: RE 5 2.5 的 约定 ,对 左 向 量 空间 ,V, 其 自 同 态 写 到 了 的 
HRAM, 7Кр) pEEndV). VEV, i xp 表示 xx 在 下 的 
的 像 ， 对 右 向 量 空间 了 7 = V p 则 记 рх 表示 * E p 下 的 像 . 

Ci) уйу Un 是 к 的 一 基 , E Tu 


VG, = >` Kv, £=1,2,- n 


{63 = 1 
$; =End(,V), 
Л] Е,. ={ф|рЄ$ ЛУ“? лКегоф} 
是 环 S 的 单 的 右 理 想 , 且 


S =E, ФЕ,Ф... OE, 
E = Е,, Vi,j=1,2,-.. çn.. 
从 而 5 是 装 单 的 。 又 由 于 一 切 E, В А, 9 S, 由 单独 一 个 
齐 钦 分 文 组 成 ;所 以 3 也 是 单 环 ， 诚 然 , 上 面 关 于 五 的 断 语 ， 即 
ESE; (Y 081=1, 2 9) 在 此 未 加 证 明 ， 不 过 这 是 属于 线性 代 
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кыш - - =. = — a = 
一 = pra үл тшен 


数 的 命题 , 留 作 练习 ， 当 然 , 也 可 通过 5 = Mat, (K) 的 帮助 来 证 
HJ, 其 中 E, 在 Mat, (K) 的 同 构 像 是 由 除 第 : 行 以 外 全 是 0 КБ 
阵 所 构成 , 而 这 些 和 矩阵 所 构成 的 子 环 自然 是 彼此 同 构 的 ， 
(2) 令 5:=End(V) 中 全 部 有 限 秩 的 自 同 态 的 集合 4， 亦 
Б . 
A; = (g € S|dim, (Img) < + оо} 
ж 5 的 非 零 双 面 真理 想 , 故 5 不 是 单 环 ， 下 面 证 明 ,$ 也 不 是 半 单 
Ж. SAR HR S 是 半 单 环 , 则 由 6.1. 3(4) ,存在 BaS, tE 0 == 
B H 5,=40В. 因 44 是 双 面 真理 想 , 故 BAC CAD B) = 0 , Вр 
BA=0. V 0=0GCB,3%2CV #орж 0, +, = Kop @ U. 
V КЄК K Vz C€CUSs, V, Аа, В +u->kvB, 不 难 验证 a € End 
(к). WIma=Kvf, W dim(Ima)=1, WacCA, RBoBa= 
оВ 5 0,780 = дас BA= 0， 这 是 自 相 了 矛盾 的 , 故 5 不 可 能 是 
Ан. П 
ТОО ЛЕЛИ Sa te 3 АЕ ЖЕ BJ ЗЛУ BS uE BH. 
6. 3.2 定理 ПО ОЕР R РИУ EE 
限 维 网 量 空间 的 自 同 态 环 ， 
FAJA, Æ E аж R 的 单 的 右 理想 ， Nj К; = End(E,) 就 是 
RIR. E= gE 是 天 上 有 限 维 向 量 空间 , 且 尺 兰 End(x) . 
WE: 由 2.5.5 Schur 5]#E q K; =End (E,) 是 除 环 且 E THUA 
so К, 于 是 是 ~-R- 双 模 . V уСЕ, 4&УуФ, ED xr>yz 
， 不 难 验证 ys 是 由 y 诱 导 的 左 乘 , 故 yC K = End(E,). B 
r€ R, < 7т07.Е Эхх СЕ, ЖЕ ry c End(xE). 
以 下 证 明 , ф: Rrr € End (rE) EIRE. 
E PEREAS. XA Кегр 是 环 R 的 双 面 理想 且 19 
>— 0, 1. €C Kero, E] Kerp== R. 但 六 是 单 环 ， 故 Kerg = 0 , 即 
9 是 单 同 态 ， 简 下 只 需 证 明 p RRAS 
A Ë 是 RR 的 单 的 右 理想 ， 故 EE 0 Н RE 是 RR 的 双 面 理想 . 
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Ё RƏRESE= 0 R. КОЖ га, КЕ = К. 由 此 进 一 步 推出 
p (R)=p(RE) = Ф(К) ф(Е). 4) 
其 中 pg(E) 可 以 证 明 是 环 R”; = End(xB) 的 右 理想 ,因为 w(B) 8 
REM R” 的 子 环 ， 
HR VEER” KV x,yCE,zë C КЕҢ, ` 
у(ху?&) = (ух) E = (уу?х) E = yz (х5) 
= у(хё) = у[(хё)»в71, 


wo х?ё = (хёуЧ? = ф(хё) С p(E), ` 
亦 即 ФСЕ) КСФ (E), і p (E) ӘК К” 的 右 理想 ,从 而 
p(E)R’=9(E)SE. ` (2) 


最 局 ， Е OCR) Rr E11Y’= ф(1,) G o (R), 放 
R” 一 1 R” ap (R) RIA К, 
W К" = p (R)R'r, | (9) 
H (1), (2) 2503) ФП ü 
gp (R) = р(К) Фф (E) = ф(К) ф(Е) К! = p (R)R/ =R", 
Wo WRA A Rr = R 是 单 环 , 故 R” 也 是 单 环 ， 而 依 6. 3.1 定 
理 (2). dimg(E)< +оо. D | 
除了 上 述 的 直接 证 明 以 外 ， 本 定理 还 可 作为 下 节 移 密 性 定理 
的 一 个 推论 ， 
”定理 6.2.4 及 6.3.2 的 基本 内 容 ， 还 可 用 下 面 稍微 不 同 的 形 
AR 
”6. 3.3 推论 АЖААН EIEE, IN 
其 中 的 每 一 直 和 项 都 同 构 于 某 除 环 上 的 有 限 阶 全 阵 环 . 
6.5.4 推 论 若 尽 是 拥有 单 的 右 理想 瑟 的 单 环 , H R Æ H 
上 有 限 维 代 数 , 则 有 子 域 Ki K; = End<(E,) , ## 
K,=H R. йік, (К) < +оо. 
а Н ERAAI, 则 H= K =End(E,). 
Ш. YhEH, hP E DxxhE E. FREH ERZ 


° 116 ° 


VzrCE,rC Р, (хг)ћ = (xh)r, Er Б EK. | ye 7 i š Е 


у: hh E К | | . | 
вуйна. 5 Ку: =Img, нек МаК. Ш, dimR,< 
‚ W dim Е < + оо. l 


эд. \хЄЕ K РЄН, ҺЇ'х=хЁ, WE, 在 身上 的 基 也 是 
rE E K, БЕЈ, Aij Чїтк,Ё< +оо. 又 因 
dimg Кейк = dimz. E, 
W dimg, K< +оо. | | 
当 KSH К, K, = К, 从 而 
Н> K = Епа(Е): 1 


256.4. 稠密 性 定理 


运 今 ,在 我 们 讨论 问题 时 ， 大 多 数 场合 都 从 一 ERI M, 出 
发 ,并 把 KR- 同 仿 写 在 模 Mr 的 变 元 的 左 侧 . < S; = Епа(Мь„) 是 模 
4s 的 目 同 态 环 , 于 是 在 上 述 约 定之 下 ,M 可 视 为 一 5-R- 双 模 sMis. 
这 一 假定 在 大 多 数 场 合 都 是 合适 的 ,当然 也 是 例外 ,尤其 是 像 下 述 
їз Çu: 开 祝 给 的 是 一 阿 贝 尔 群 MM МАЈА [ЖЭ Т; = End(M,). 
”为 了 证 明 前 面 使 用 过 的 约定 在 今后 仍 可 应 用 并 表明 下 述 结 А16 
的 重要 性 ， 我 们 引进 者 于 竺 别 的 记 扎 和 注 
- 6.4.1 定 义 L° 及 ， 分 别 表示 环 及 及 R° NRE 则 R° 称 
ТЕ К 的 逆 环 <=> _ 
(1) КЕК” 有 相同 的 加 法 和 群 ) 
20) V.r, sC R[r+$s = so r]. 
6. 4. 2 注 | 
1》 对 给 定 的 环 R, 存在 且 仅 存在 唯一 HAIR К. 
(2) R°°= К. 
(3) 是 交换 环 <>R"= R. 
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6.4.2 ÆRE EAJ. 
从 上 述 定义 不 难看 出 , 环 尺 的 所 有 性 质 .通过 “ 侧 的 变更 (并 
侧 与 右 侧 相 交换 ) ,都 可 以 转移 给 环 R°. 
6.4.3 注 $ M EI К-Ё Маа РЕ 
VmEM, VrE€ER, 令 rom; =mr, | 
М EX o ААЭ УА R -Ar M. Ж E, М 的 加 法 子 群 
同时 也 是 во М 的 子 模 当 且 仅 当 它 也 是 Ms 的 子 模 ， 
证 ， 对 验证 加 群 M 关于 纯 量 乘法 构成 左 R-E, Ri 
只 以 混合 结合 律 为 例 ,其 余 证 法 完全 类 似 . 
Vrn C R° ‚ VmEM, | 
гуо (759) = r° (mr.) = = (mr.)r, = т (7o7-1 ) 
= (7271) от = (гог) °m. 
其 次 , 令 US M,, О 是 M ОЗШЕН v r € R°, 
r U=UrcU=Uva, o М. 
waqa: 事实 上 ,Ma 的 所 有 性 DANNS 
变更 ,都 可 转移 给 seM. 0 
ге TRI ARRANT, 现在 我 们 假设 M +2 R- 
模 „М. & T: =End(M;) Æ M 作为 加 群 的 自 同 态 环 。 同 样 , T 
的 元 素 作 用 于 М, 的 元 时 仍 放 在 左 合 ， W M=, ,M 是 左 T- 模 。 Vr 
ER ER 
rP. M ЭхҥтхС „М. 
йг РЄТ. TE, 
0: RODƏr or ЄТ, 
HRW, y EI R EI T RAS. ЖК А0, = р 为 模 pM 的 
ERY, Kery 则 是 环 R 的 双 面 理想 ,Ker% = (r€ R|rM =0}. 
6. 4.4 定义 Eš „М 称 作 忠实 的 :二 > 
Vr€eR[rM= 0 >r= 0 ]4я=—>Кегф= 0. 
在 忠实 模 M 的 场合 ,% 必 是 单 同 态 , AY a pi R 5 RO 
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ТАЛ, Е КУТ 的 子 环 ， 
6.4.5 定 义 令 T 是 任 一 环 , 而 4 忆 T 是 TT 的 任 一 子 集 , 则 
Сеп, (4) =(:CT|VaCA,at=tay | 
称 为 4 在 了 中 的 中 心 化 子 ， 显然 Cen。 (4) ET 的 有 公共 么 元 的 
TH. | 
特别 地 , 称 Сеп, TA T D. 
6.4.6 引 理 < M= ,M,T; =End(M.),S; -EndGa0) , 则 
(1) S=R , = Сеп, (0). 
(2) RP РВ, = Сеп, (В). 
(3) R =R”; = Сеп, (№7). 
ЙЕ: D ESAR. Vo € S K YrER, x€ M, о(ғх) = 
r0 (z), FE or? =“ => € Cen, (К) = R: , 
HERS. YTER’, VrG€R=rr =rVt>Y x EM， 
Т(тх) = Tr) = zr) (x) = 00 y(x) = rz(xzyY=>z €C S. 
=. 
至 于 (2) 及 (3) 的 证 明 ， 由 中 心 化 子 的 定义 直接 推 得 。 П 
sS F-J ROC R” 并 且 确 存在 着 RO ЕЮ” 的 情况 ,于 是 
便 产 生 了 一 个 有 趣 的 问题 ,这 就 是 ， 在 何 种 条 件 下 ,RD =R”? 显 
RRO 及 R" 都 与 pM 有 关 ， 
6.4.7 例 D # M=,M= 0 E HHH R-E, MUJ „М 是 一 忠实 
的 р НҢ RD pr. 
(2) < aM = =zQ, 则 2-20 Н 5-27 =2Z7Q, 亦 即 Z+ 
+ Д. | 
(3) Ф V =Vz 是 一 无 穷 维 向 量 空间 ,天 是 一 除 环 , R E T, = 
Епа (Ик) 的 由 V z 的 但 等 映射 及 有 限 秩 线性 变换 所 生成 的 子 环 ， 
则 
(a) V =,V 是 单 R- 模 . 
(b) R’ =End( V) =K ZK. 
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(c) RP =RÆR” = End(V,”). 

(d) Vi, n €V 及 YIEN,VYVoER’, 总 有 rER, 使 VY 
iE {1,2,2}, OV тй. | 
(1),《2) 及 (3) 中 的 (a), (b) ,(c) 留 作 练习 。 至 于 (d) ， 不 过 是 
T PTR ЖУ ЛЕ КЕДЕ БЕ ВАК 

6.4.8 定 义 令 R 及 5 都 是 环 且 saM 及 „М 是 有 相同 加 法 群 
的 左 模 。 称 pM 在 | |M НҢ. VEN, үзлә" эх € M 以 
及 Vses, AAE rER, (нех = rx, 1=1,2,-° | 
6.4. 9 定理 (稠密 性 定理 ) тры P Mat E 
bi | 

: 分 三 步 证 明 本 定理 

ма 首先 , 令 W = aN Е-Е, U 是 其 直 和 项 ,于 是 
A №№ N = U@BN, Ф R" = К у ERT М ш Б 
Fo JPEN | | : 

R; = Сеп, (Cen, (ReD)) = Сеп, (R’) 
“АГ, = Епа (№2). 
从 而 可 以 证 明志 是 模 „М 的 一 子 模 , 亦 即 КОСО. 事实 上 ， 令 
z ®М 到 U0 上 的 典范 射影 ,7 是 UU 到 的 典范 包含 , 则 
na E R’ = End(, N), im) = U 
于 是 Vr СКУ V uU, 
r'u =r" nau) = mur” (и) = ут("и) C U. 
© HKN =N 是 半音 的 , 则 VxEN,Rx 是 六 的 直 和 项 ， 在 

БИЗЕ ТН О О = Rx) 已 知 Rx= Rr Rx. Х I ir? КО, Бтр] 
К*(1„'Рх)сЕ”Ё?х, VIEN. 亦 即 RYxc RRO x = Ви хс: R<. 
于 是 YXEN EYER, MEE nER {тх тих. 


第 二 步 ， 令 M = ,M 是 半 单 的 , 且 N= ]IM,, Ika M.= M. F 
{= 1 
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是 依 3.2.1 定理 ， М = 1м: = Әми, АМ, = M.= М. 所 


以 AN 也 是 半 单 的 
& Ry 及 КУЛУН R Кер M K. N 的 双重 中 心 化 子 , 则 我 
们 断言 VER K V (z. x; = z.) € N, 4 
r (Xio Lag Tn) = (РАР, 7) € N. 
U 立 关 于 上 述 纯 量 乘法 构成 一 Kx- 模 , 并 且 映 射 
^АР. МЭ (х,,х,, tto Xp) Cr X кх», е, rx, EN 
ER, 的 元 (实际 可 以 证 明 Ку Эткә?” € Rs ERAD. N 构 成 
Rs- 模 的 事实 可 直接 验证 . 狮 下 只 和 需 证 明 A” € Ry BT. 
很 明显 ?7 ET = End(Nz)， 
其 次 , © Ti: N>M, т. MM 一 时 分 别 是 第 i 个 典 江 射影 及 典 
范 包 含 , 于 是 
rm (m. Z... X.) STOLE NP E, Kap X.) 
及 f” =P (О, 6,0, Lis 0, 0) = Nir” X 
故 得 моет" 与 $” =m. Е 


п 


Н 3.1.5 5] E, X nar = ivs W 


{= 1 


VPER’ у= Сеп, (R?) = Епа„(Ї/), 


p=ixpl;= > > mi ph; 


i=] j=j 


因 M,= MG =1,2, °°", п), MPN; =R y= End (M), 从 而 推 H 
??р=ў” >> Ni TPN T; 
4 J 
= У > mr” (TOND T; 
i 1 


= 57 2 mvp rn 
í 1 - 
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= >; > (r 01 TP” 
í f 


= фф”. 
这 便 证 明了 A” E Ry = Сеп, (А,). 
第 三 步 ， V x, X, +, CM K Vr” G€ Ri, 如 把 第 一 步 的 结论 


ЕНЕ. TT =M, 此 处 Mi=M,i=1,2,…,n， 于 是 ，VY x+ = (х, 
i=} 
X." NX) КҖ P” ERY, AIE r CR, 使 ?r= FY, JREN Tofi 一 


rr t=1,2, n П 
6. 4. 10 推论 „М 是 单 模 , 且 M ERI К, = End(, M> 上 
是 有 限 维 的 , 则 RO = R”. 
| 证 ， 令 ”xz，…xzn 是 gM 的 一 基 ， 根 据 稠密 性 定理 6.4.9， 
VER/, 总 存在 rER, 使 rzi= тц, =1,2,+=,л. 因此 推 得 z = 
ra) RHB RURO. ро, 由 6.4.6 引 理 (2),ROCR"， 故 Re = 
R”. p 
6. 4.11 推论 $ ,M 是 单 模 ， 而 sR 是 阿 丁 模 ， 则 AM 在 除 环 
К, = Епа(ьМ) LEARAER RP? =R. 
证 ， 由 上 面 的 6. 4. 10 推论 ， 我 们 在 此 只 需 证 rM 有 限 维 即 
H. EDR WR M 不 是 有 限 维 的 , 则 在 M 中 存在 一 线性 无 关 
的 可 列 无 穷 集 {tisort kneh 4 
A, = {a€ Rlax, =ax, = = ax, = 
显然 , 4, 是 的 左 理想 (2= 1,2,…)， 因 
K = Епа(,М) = В’, 
й R” = Епа(„М). & 
р(х) = И | 
x£0, tanti ` 
则 p 可 延 拓 为 кМ 的 一 线性 变换 , 亦 即 pE К” = End (M). 由 
稠密 性 定理 6. 4. 9, Ë ЛЕЛЕ a€ R ах, = ф(х), 1<:=<n+1., JA 
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0}. 


1<:=n 


Ti aC A, IB a € A... 于 是 我 们 获得 的 左 理想 的 无 穷 真 降 链 
| As. Ах А, 6. 

这 与 sR 是 阿 丁 的 矛盾 ， 0 

作为 稠密 性 定理 的 直接 推论 ， 下 面 再 次 证 明 

6.4. 12 定理 (关于 单 环 的 结构 定理 ) 令 尺 是 具 单 的 左 理想 
的 单 环 , 则 尺 同 构 于 除 环 上 有 限 维 向 量 空间 的 目 同 态 环 ， 

证 ， 如 同 $ 6.3 开头 所 证 明 的 R 也 是 半 单 环 ， 由 6. 2.2 推论 
及 6.1.6 定理 知 ，R 是 ( 双 侧 ) 阿 丁 环 . 令 МЕ REFIEREN, 
W rM 是 单 模 ,KK = End (M) ERRA, А.Н 6.4.11 #691, Rw = К” 
= Епа(кМ),Н gM REREAD WA R Е BH Ке Ку’ = R” R 
可 . | 
为 此 , 令 $: Rdr r? ERP = R” 是 模 „М ЕЗЕН ЖУ, 
BA y ЕЖ RR” WRAS. 又 因 1sEKery, їх Keryp 关 R， 由 
于 Kery ФУ К 的 双 面 理想 , w Кегф=0. AMY Хе R — 
ку Ж, RER” = End (xM). [] 


ж 5] 
1. 4 é £ 3 R 69 98 Л, 
(1) End(eRe) = eRe. 
(2) ЖЕД j ó E. eRe 是 除 环 , 则 eK 是 人 的 单 的 右 理想 . 
2. В, G= 1,2,-- n) ARE R= | Ri 具有 依从 标的 加 法 


i=l 
及 来 法 . wH; 
(1) Кд. 0) <> Vi, 2 | n[R, 是 半 单 的 ]. 


(2》 对 无 穷 多 个 Ri 的 积 ]]Ri= R. D 是 否 仍 成 立 ? 


{61 
3.4% M = Ms 是 半 单 的 ,而 5: = End(M,>). 证 明 „М x, X + 
单 的 . 
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4. 证 明 6.4.7 例 中 给 出 的 断 语 . 
5. 对 模 M goie Wl 
(1) M, A E$ EM 不 含有 真 的 大 丁 模 。 


(2) Ф M, 有限 生成 , 则 Мх + 3 46 <> M, 不 含 大 的 极 大 
+. 
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第 七 间 Кий, TERS 正则 个 


模 的 张 量 积 起 源 于 向 量 空 = 问 的 张 量 积 ， 它 的 重 要 性 依赖 于 所 
9 НУС ТЕКЕЛИ AR F ТЕД. 前 者 确立 了 张 量 积 在 同 构 意义 下 的 叭 
一 性 ,后 者 刻 划 了 平坦 模 ， x 


571 模 的 张 量 积 O 


/.1.1 EX 设 Maz 及 peN 是 同一 基 环 R 上 的 有 в, 
G 是 加 群 ; 则 映射 f，M x N->G 称 作 平 衡 的 ,如果 
(1) Vm,,m,C M, VEN， 
f(m, + m,,n) = Í(m,,n) + f m,, n); 
(2) VmEM, Ynn EN, x 
I (m, f, + n.) = f(m, п) + f(m, n,); 
(3) VmEM,nEN, VÀCR,f(mÀ,n) = Í (m, An), 
例 令 Мад М 的 对 偶 模 , 亦 即 Ме = :Нош,(,М, К), Wl 
映射 :MI x M— R E fmin) = m (ny 就 是 平衡 的 ， Е 
对 于 给 定 的 平衡 映射 所 M xN-~>G, 考 虑 如 何 构造 一 Z- 模 Т, 
使 得 f 可 以 提升 为 Z- 同 态 h:T 一 G， 这 是 从 旧 模 出 发 构造 新 模 
的 又 一 重要 方法 ， 并 且 把 一 平衡 映射 f 提升 为 Z ë 这样 一 种 
“提升 ”也 是 很 有 效 的 ， | 
7.1.2 定义 PRR М, KN 的 张 量 积 指 的 是 一 2-11 TE 
一 平衡 映射 F: M x N->T， 使 得 对 于 任 一 Z- 模 G 及 任 一 平衡 映射 
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g: M x N—G, 都 有 唯一 的 ZZ- 同 态 h:T->G, 使 左上 图 可 交换 , 亦 
Be=hf. | | 

НЕХТ ЖАУ Мь, aN 的 张 量 积 通常 记 作 (人 亡 , 

7.1.5 引 理 CT, EPS М„ 与 „М 的 张 量 积 ,， 则 Im 生成 
Т, 

W: RE imf 在 工 中 生成 的 子 群 记 作 4 , 则 由 右上 图 所 示 ， 
由 7. 1.2 定 义 知 , 存在 唯一 的 2- 同 态 有 使 人 = 沪 ， 其 中 

f': M x N—Imf< T | 

是 把 了 的 什 域 工 局 限于 Imf WJ i5 St ШЕЯ{ ft (z,yy = }(х,у), Н 
A>T 的 包含 映射 a ERER Af =," 两 端 得 a hÍf= af. 然而 
了 的 恒 等 映射 1, 明显 使 该 图 可 交换 , 亦 即 ¿ft = 1,f. 故 由 唯一 性 
Е гай =1,. A lz E T—T 的 满 同 态 , 故 由 2.1.6 5188, u 也 是 
满 射 , 故 Imf 生成 的 子 加 群 4 = 了. П 

7.1.4 引 理 ( 张 量 积 的 唯一 性 ) 令 (T, 有 ) 是 模 M, XK I NEJSK Et 
积 , 则 (I ,f/) 也 是 M, K. N 的 张 量 积 所 > 存在 Z-A TT, 
使 =F., | 

ШЕ. =>; НЯ НМЕ РАХ Z- 同 态 7 K k ду BI] ТОЮ 
面 两 图 可 交换 ， 于 是 由 这 两 图 的 交换 性 , WE =;f K. f = kf YW 
NIP =)" K I= AHf。 但 明显 地 , 恒 等 Z- 同 态 1, Kir 分 别 使 下 
面 右 图 可 交换 , 亦 即 fj=1o K f =1zf. HR Е IL ki 1,, 
及 1 只 =1z'， 故 ?是 同 构 映 射 ， [j 

下 面 采 用 构造 性 方法 证 明 张 量 积 的 存在 性 ， 
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7.1.5 定理 ( 张 量 积 的 存在 性 ) 模 M, K. | N IER АЖ 
在 . 
证 ， 由 3.4.4 定 理 , 在 非 空 集 Mx N EEff# B 2-1 Е, 
i). 令 H 表示 下 中 一 切 形 如 
1 (Mi + Mn) — (m ,n) SECM: n), 
¿(m,n, + n,) EM, nY —i(m,n,), 
i(mr,n) —1(m, rh) 
的 元 素 所 生成 的 子 模 。 记 
MQ, N:=F/H 


ЖЕТА Н 的 商 模 , 而 记 
a =M x N-» MO,.N, 


Жү MxN>F 是 典 江 包 合 ,7?:F->F/H 是 目 然 满 同 态 . EE 
下 图 中 , G 是 任 一 2Z- 模 ,8g:M x N> G 是 任 一 平衡 映射 . 由 自由 
REX, FEER Z-A j FG, E в =й, BA HSKer. 

ЕН 2.8.7 Ж ЖЕ АП, ЯР ТЕ 2-1 5 h: F/H>G, мні F M 

左 图 可 换 ) ， 以 下 只 需 证 明 , 这 样 的 上 是 唯一 的 . 

”假若 再 有 2-96 R: MOQON—-- G, 也 使 ;= &, 则 由 了 的 唯一 
性 推 知 AQ = j=). 又 因为 9 EW 015, H 2.1.4 EX NIK = A, 
PTUU MG N= Р/Н жи М, 及 rN REAR. D 

Ж. D ЕЖЕ ЕНИ, 在 同 构 的 意义 下 ,Ma 与 sw 的 张 量 
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.nN Ж kia 


积 是 唯一 确定 的 . 今后 ,不 妨 就 把 它 视 为 7.1.5 中 定理 的 Р/Н, 并 
将 它 记 作 M@sN: = F/ 刀 ,并 将 映射 m: M x N= M@,N 称 作 与 之 
相伴 的 张 量 映射 (已 知 它 是 平衡 的 ) , ОЕ, = т. 为 书写 方便 
起 见 , 把 (m,n) 的 像 @s m,n) 写作 m@sny 不 妨 也 称 它 为 翅 与 4 的 
张 量 积 ， 在 不 引起 混乱 时 ,干脆 把 @, 简 记 作 @@， 于 是 我 们 有 下 
列 基本 关系 式 ， 


(т, + m,) On = m,@n + m Qan, 

mQ (п, + n,) = m@n, + MRN, 

m) n =mQ Àn, 

&т@п = k(m@n) = mkn, 
这 里 mC MkiIinCL IN,2ACR,kK6€ Z. 


(2) H 7. 1.3 引 理 知 ,Im@ 生 成 MGQN, 故 MGN 的 每 个 元 
案 溺 可 表 作 有 限 的 线性 组 合 


| > p (m Bn) ‚ b CZ 
f=1 


EMON 的 元 素 通 常 都 不 能 表 作 mn, 这 点 切 忽 大 意 . 
(3) MOsN 是 阿 贝 尔 群 即 Z- 模 ,一 般 不 能 以 自然 的 方式 使 
之 成 为 KR- 模 , 除 非 因 子 M 或 N 当中 之 一 个 具有 合适 的 双 模 结构 . 
7.1.6 定理 Ë Ms Æ R-S- R, 而 gsN 是 左 R- 模 ， 则 
Homn (М, М) ТРАЕ ЗЕ 56, Р) 05) 是 左 5- 模 .此 处 YmEM， 
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Cs) Ст) = f (mo) 。 | | 
Ш. VsES К ҮЈЄ Нот,(М, №), 
(sf) (m, + m.) = fE (m, + m) ] = fm1s т, $) 
=f(m,s + J(m,s) = sf (m,) + sf(m,), 
故 | sj E Hom,(M,N), 
至 于 下 面 的 等 式 ,不 难 直接 验证 , 故 HomM, №) 是 左 5- 模 . 
s(ftg)=+sf+t sg, (+ $#)Í= sf+ }, 
s GP = G*$) f, lef=f. 0 ШИ 
7.1.7 定理 + a. Ms 是 双 模 而 aN 是 左 3- 模 , 则 MO@sN 关 
于 纯 量 乘法 


(r, 5 (т, Q n) )> У (rm Qn) 


构成 左下 - 模 
W: VrC€ R, r, (m, n), =rmQ n. ЛИТЕ, р. M x N 
~>MQ,N 是 一 平衡 映射 ， 故 由 7.1.2 定义 ,有 唯一 的 Ж-Н] f, : 
MQ  ,N— М9, №, E 
YmEM,nEN, f, MRa) =rm@n. 


EMON 的 每 一 元 都 可 写成 > (mOn) , 故 可 以 定义 纯 量 乘法 


Rx MON->MON # F: 


(z, У оъ nE т.п) )= У Cm Bno. 


不 难 直 接 验 证 ，MQ@,N 关于 这 一 纯 量 乘法 构成 左 R- 模 . П 
Ж. DO 当然 ,存在 对 偶 于 7.1.7 定理 的 结论 . 这 就 是 : 若 Me 
是 右 R- 模 而 Ns 是 双 模 ， 则 可 赋予 相应 的 纯 量 乘法 ， 使 MQ, N 
HRE SR, | 
(2) 由 于 张 量 积 MON 的 元 素 表示 成 有 限 线性 组 合 时 , 表 
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示 式 不 是 唯一 确定 的 , 故 不 能 通过 直接 定义 7(CNCON) = (rm) Qn 
的 方式 来 定义 丝 量 乘法 ， 
下 面 的 结果 表明 ,在 张 量 积 与 同 态 群 之 间 有 着 紧密 的 联系 ， 
7.1.8 定理 对 模 aM, s Noss P FE Z- 同 构 
Hom, (M, Нот, (№, Р)) =Hom,(N& rM, P). 

证 ， 由 7.1.6 定 理 及 7.1.7 定理 知 , Homs (N, P) 是 左 R-E, 
NQ,M 是 左 $- 模 ,VE Hom,(M, Hom(N, P>), VnC€ N, mE 
М, 

а: (п, т) і = [J m) (n) , 
不 难 验 证 ө,:МхМ->Р 是 平衡 映射 由 7.1,2 定义 ,存在 唯一 的 
Z- 同 态 >,2/б® „М->Р,{# 
vinnem) = [fm) 1600), VnEN,mEM. 
X VsES, 
> [s (n@m) = v Lanm] = Lf (m) 1(sm) 
= (т) 1) = sp, n@m), 
由 于 一 切 п ьт 的 形式 的 元 素 的 集合 是 入 @gM 的 生成 集 , 故 9 
是 5- 同 态 , 亦 即 p, € Нот N&M, P). 于 是 , 令 
v, Homs(M,Hom(N,P)) > fir, € Homs (NORM, P). 
可 直接 验证 ” 是 Z- 同 态 
Br 上, V f, g C Hom, (M, Нот; (№,Р)), Vm C M, n€ N. 
Pi (Am) = [ (j + 2) (т) 1] (m) = С] m) + g (m) 1 (п) 
= [f (m) 100) + [g От) ] (m) 
= р; (пб9т) + p; (nQOm) = (Pp + p.) (2097), 
故 pf g)= n i, = Vtv =v + ov(g). 一 
其 次 ,YIJEKer > > (P) =0 = ›,>\/лЄМ, mEM, >,(п©9т) = 
j (m) (п) = 0=>f(m) =0, V m € М=>}=0=>Кегр=0, 故 » 是 单 同 
5. 最 后 V z€ Нот, (N@O。M,P), 令 [f(m) 100): = (пт). 
不 难 验证 f€ Нот (M, Hom(N, Ру) Н >, = g. wr е6 25, 
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МТ р Ze Ek r. П 


7.1.9 ES ”如果 nM (相应 地 ,Mpg) 是 R- 模 ,那么 加 群 M := 


Hom, (M, Q/Z) =E 2 3 ZE 
V r€ R, V f€ M°, (је) (m) =f (т), V m€ nM 
下 ， ил баи, 2 R- 模 ， 称 M* 为 М 的 特征 模 . 
1.10 推论 Æ rM K N, 都 是 К, IEA 2-19 
Hom; (M,N') = (NOM):. | 
Ш. 在 7.1.8 定理 中 , 取 环 8= 了 及 P=Q/Z 即 可 . 0 
在 张 量 积 中 , “因子 ”*R 可 以 “消去 ?， 亦 即 


7.1.11 ЖШ 对 任意 К-К MOBAH, М), 在 在 唯一 的 


К-К v:R@M->M (相应 地 ,v/ MORM), 


uE: < firm) =rm, 则 了 是 RxM->M у ШЕЙ]. 故 存 在 
礁 一 的 Z- 同 态 p: ROM—-— M EF rR = р, х — Z— A > S: ER 


上 也 是 R-RAS. 事实 上, Yr,sER, mG M, 
pLs r@Əm) 1 = pL (з, @ту] = J[ (sr, m) J 
| = (sr) (m) = s (rm) = s Qm), 
H-T(r@mr€ R, mC M)E ROM 的 生成 集 , Wo 是 R- 同 态 ， 
THH? Ж“ К-у, Јр 的 着 同 态 。 为 此 
VmEM, 2 Elm) = :11.Ӧт, 
不 难 直 接 验 证 ,6 :M->R@M 是 R- Н V mG M, 
5 (m) = [Š (т) 1 => (1m) =1ьт= m, 
所 以 86 =l. 5-51, УСЕ YmEM, 
Ey Әт) = Š (rm) = 1, Qrm= 1709) т = rm, 
所 以 Sp =1лем,› УАШ Р E К-а), 0 
7.1.12 推论 ЕЖБА К, РОВАР, 
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ым == =. 


$7.2 同 态 的 张 量 积 


现在 转 而 考察 张 量 积 关 于 正 合 列 的 性 态 . 为 此 ,需要 引入 同 
态 的 张 量 积 . 
& f:M,— N, K g: M! >N 分 别 是 模 同 态 ， 
V (m,m') EM x М’, (х g) (тт): = (f(m), g (m )), 
则 ,@” (х а) MxM NQ № 的 平衡 映射 ， 事 实 上 ， 
RO (f x g) (m, + m, , т!) 
= J (m, + mM) g (т) 
= [Í (m.) + Í (m,) CO g (m' ) 
= j (m,) @g (m' ) + f (m,) @g m ) 
= BO (Í x g) (тт) + pO (f x g) mm). 
[BJ Ж ET Ut Q (fx g) (m, m’ +m’) 
| =Q (f x g) (т,т,”) + pO (fx g) mM m’), 
X RQ (fx g) (mr,m') = f( mr) @zg (m!) = (т) тс (т!) 
= f (m) Qrem ) = f (m) Qg тт) 
= pO (fx g) (m, rm), 
由 7.1.2 定义 ,有 唯一 的 Z- 同 态 h:MOsM’'->NiO'N’ 使 得 下 
图 可 交换 ， 


M x M’ — @ MQM’ 
rl |; 
NXN? 一 -NON 
rO’ 


7.2.1 定义 使 上 图 可 交换 的 唯一 2Z- 同 态 h 称 作 j 与 8 By 
张 量 积 并 记 作 Qr, FEN MOM 的 生成 元 MOM, 
(6) 2) т т” у = (т) (т), 
$: 按照 先前 的 约定 ,1@& 本 应 用 来 表示 张 量 积 
Hom (M,N) @Hom, (M! ,N' > 
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的 一 个 生成 元 ， 但 由 于 往 后 我 们 极 少 涉及 这 种 张 量 积 , БТУ WA T 
f@g 以 7.2.1 定义 中 所 界定 的 特定 Z- 同 态 ， 并 不 致 引起 混乱 . 
同人 访 的 求 量 积 具 有 以 下 基本 性 质 ， 
7.2.2 定理 对 任意 两 R- 模 M, E N, 
lyQly= luox. (1) 
Ж ЯЗ», ж д К-и М R- 同 态 序 列 
x M, M OM, UR ,N2,N >N", 
则 有 (fo @ (g! ° g) = (ff @zg”)° Ge. (2) 
WE: (1) 比较 明显 。 故 只 证 (27) .YEM,2EA， 
LE AOC ор) ] MON =f of (m) @ g! ° g (m) 
= Срб) Oa’ [g (n) 1 
= (ff Og VEE m) @zg (z) ] 
| =[(#' 8g). Qq(@z)1(m@m). [l 
1.2.5 定理 V f€ Hom(Mgs М), g€ Hom(,N,,N/5, 
有 等 式 Git f) Og = (fa) + G), 
б (g: + g.) = GRE + GO). 
证 明 ， 留 作 练习 ， 
1.2.4 ЖХ VC Homú(,A,,B), V R-J& Mr, H f Ж M, 3k 
同 诱导 出 Z- 同 态 1 f: MG A- MB. 今后 把 1x@f 简 记 作 
ef. 类似 地 把 IQI m 简 记 作 f°. 
当然 ,这 种 记 法 省 去 了 1, 只 能 在 对 R- 模 M Жа 导致 混乱 
时 使 用 . 
下 面 将 考察 把 什么 性 态 的 模 “ 张 量 ” 入 一 给 定 的 正 合 列 时 , 仍 
能 保持 其 正 合 性 的 问题 ， 从 而 引出 一 新 的 模 类 ， 


7.2.5 定理 2,475,054" 0 81500], М, 


1, Д] | 
F P 
МОА >MQ А -> MA =Q 
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仍 正 合 . 

证 ， 由 题 设 sf= 0。 故 依 7.2.2 定理 推出 
| °go@jf = (Iude) (luo =1м°1м) O (go j) = 1400 = 0. 
从 而 表明 Im®fSCKer3g。 现 证 明 反 向 包含 也 成 立 . 


MA — £. мал" 由 .2.3.7 定理 , EAA y 
BAS 满足 
? У Kery = Ime fE Кег®ёр, 
M@A/Im f 故 存在 唯一 的 2:815 


v: (MQA) /Im®f-—>MOA’, 


使 Sg = рр, ү TEH Kery =Im9f= Кег®о, 2.3.7 定理 ,只 
需 证 明 Р 是 单 射 即 可 . 
为 此 , 依 2. 3. 11 推论 ,又 只 需 证 明 存 在 Z-A% 
ë : M@ Ar —- (МА) тј, 
fE v= 1. V mC M, V a” € 4”, 
ar (m, ary 1: = (m@a) /Im@J, 
此 处 。 是 of 在 g 下 的 原 像 , 亦 即 g(o) =a”, HHF z Жї BÚ 28, 3 
а” 在 g 下 的 原 像 肯 定 存在 ,不 过 a” Æg 下 的 原 像 未 必 叭 一. 这 
样 ,必须 验证 о 的 像 与 o” 的 原 像 的 选取 无 大 . 
EXE, Уа, БСА (ау = e (b) =a”, J 8 
(a — b) € Kerg = тү} 
>40 EA {аЬ = Са”) 
= V mC М,тб) (а — b) 
= Q] a’ ) 
=(1м@}) (та) € ImŠ/í. 


由 7. 1.5 定 理 后 面 的 注 (1) Я 
(т@а) – (mb) € Im $f, 
亦 即 aL (m,a) 15 o 在 & 下 的 原 像 的 选取 无 天 .不 难 验证 ， 
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aq: M x A7— (MQ A) /im д2] 
是 平衡 映射 , 故 存在 唯一 的 Z-S 
ё:М@4°-> (MQ А) /Im@J, 
ce =a, үтєЄМ,үасА, 
(ёр) Г (тб)а) Па = ¿[L %g (mo) 
=&[ т] (а) = (Š @)[m, g (a) ] 
= a[m, g (a) ]= (m0 /Im J, 
收 62=1, 从 而 2 是 单 同 态 . 
д/а, ПЕ ВН Sr 是 满 同 态 ， 
BX E, HN g: AA 是 满 同 态 , 故 Var G€ Ar, Е aG 
А, g(a) =a", V mG M, 
т@а” = т@е (ау = (1.90) (m@a) Є, 
由于 IJmeg 包含 了 MQA” 的 生成 集 , 故 lIm3g8 =M@A”, 从 
ieg 是 满 射 . [| 
7. 2.5 定 理 的 对 偶 亦 成 立 , 证 明 类 似 . 
7.2.6 定理 S Ar>Ar>Ar>0 是 正 合 列 ,,M 是 任 一 模 ， 
| ' 
A QM А ®МУА”®@М->» 
BES. 
Ж. 7.2.5 57.2.6 定理 可 理解 为 , 张 量 函 子 四 保持 右 正 合 
性 。 然 和 而, 一般 未 必 能 保持 左 正 合 性 . 
И ”考察 下 面 Z- 模 及 乙 - 同 态 的 短 正 合 列 


0>Z>Z 一 Z/(2Z)->0， 


其 中 , VzEZ. 令 fn : = 2n,9 为 典范 满 同 态 . 
MIE Z- Z/(2Z)“ 张 量 " 入 上 述 正 合 列 得 ， 


@ ; | 
(Z/2Z)®Z (7/27) QZZ @ (Z /2Z3-=0. 
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由 7. 2.5 定 理 知 ,诱导 的 序列 是 右 正 合 的 ， 但 左 端 却 不 能 延 拓 为 左 
正 合 。 这 是 因为 | 
@f[n/2n) Qm] = (n/2n) Qf (m) = (n/2n) @2m = (2п/2п) OM 
=0@9ж= 0, 
亦 即 6f 实际 是 零 同 态 , 故 
Ker#f= (Z€/2Z) @Z <= Z/2Z 0. 
所 以 Sf 并 非 单 同 态 , 亦 即 把 Z- 模 Z /2Z “3k E” X k МӨӨ rE A Я] 
并 不 能 诱导 出 一 短 正 合 列 ， | 
注 ， 本 章 开 头 曾 提 到 , 模 的 张 量 积 起 源 于 向 量 空间 的 张 量 积 ， 
但 向 量 空间 张 量 积 的 某 些 性 质 ,在 模 的 张 量 积 中 一 般 未 必 成 立 , 比 
#1: АкчаВк,Ак->Вк, HEERES xF“ 张 量 " 入 以 后 , 仍 保持 
原先 的 包含 关系 ， А 
АкФЕхВФЕ, Ўр АКЕ ВФЕ 
(ре, ЭК, 40, кВ+02 49 кВ+0 H 
dim(AG@ „В) = ап, • іт, В, 
{Е ЕТ — R PS pK E LE 9л, 
A 2Z_)Z, IB 2Z@ (02/228 ЕЖ 2602/22) ТТ. 
SERER AR E N ЖН 2 的 子 集 . 比如 2 ӨТ, (80229 


2@Q1=0C 2Z G (Z /2Z), 


但 作为 Z@ (Z/2Z) 中 元 ,有 
2QI= 12.291= 1292:1 = 1,00 = C Z@ (2/22). 
这 说 明 , 不 能 把 2295 (Z/2Z) 看 作 是 29/02/22) WJZ- T 5, 1 
则 就 无 法 解释 此 例 的 现象 了 . 
张 量 冰 子 凶 虽然 不 保持 短 正 合 性 ,但 它 却 保持 可 异 短 正 侣 性 . 
7.2.7 定理 令 0 一 pA’-> „А 4-0 НЕВА, 
而 M, 是 任 一 天 - 模 , 则 诱导 厅 列 
MO A MQA SMQA”>0 
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АБ, ДЕ 54 58 IE BS, 

证 ， 依 7. 2. 5 定理 ,只 需 证 明 @f 是 单 同 态 即 可 . 为 此 ， 由 题 设 ， 
f 是 单 同 态 且 是 裂 的 , 令 尹 是 关于 了 的 裂 同 态 且 VmEUM K Vac 
4, % 

аг (т,а) J: = то} (а). 

不 难 验 证 ,a 是 Мх АМА" 的 平衡 映射 , 故人 存 在 唯一 的 Z- 
Ж: ?:М@А4->-М@А4'/, fE yQ =a, РАХ MO L 的 生成 元 m 
Ca ,有 

(IP (ma ) = vim Of (a! > = MRF [f (a) J = та’, 
亦 即 ?3f= 1mos. 出 2. 1.6 引 理 知 , Bf 是 单 同 态 . '! 

7.2.7 定 理 的 对 偶 形式 是 明显 的 ,不 再 次 述 . 

7.2.8 定理 令 

E,—E,>E,-=0 与 BF > oF SPF’->0 


都 是 正 合 列 , 则 存在 Z- 模 与 Z~- 同 态 的 短 正 合 列 

0-10 (1s®y) +Im(a+ 15) > E © F 22, Er Р”, 
其 中 5 是 包 合 映射 , 目 然 是 单 同 态 ， 

Ш. #8 Z- 模 及 Z- 同 态 的 图 ( 见 下 页 )， 

由 7. 2.5 及 7. 2.6 两 定理 知 ,图 中 两 行 及 三 列 全 都 正 合 ， 此 外 ， 
由 7. 2.2 定 理 , 该 图 可 交换 . | | 

X LOA = (8091) • (1,690) 是 满 同 态 , 故 只 需 证 明 


Ker (0@ ó) = Im (16у) + Im (alp) 


RBT. 
由 图 的 交换 性 及 中 间 列 的 正 合 性 推 知 (5Q@5) (1s@y) = 0. Ж 
似 地 ,由 顶 行 的 正 合 性 推 知 (8@6) (a@1z) = 0， 从 而 推 得 


ип (10y) + По (201) с Кег(6@90). 
а РЫ S ТЯ ЛОН НУ GB ЕЕ”. 
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1.097 he 
А E'@F -m «91, EQF — 891 ЕЕ —— 0 
1.699 va =. je 
T Өй, | * ЕС)! GH 5 5 0 
| | 


v z€ Кег(8@96), 由 图 的 交换 性 知 ， 
(8@1,.)°(15»®86) = ВӦб, 
故 (188) (2) ЄКег(В®1,.) = Im (air), 
AmE EE QOF”, UQI r) (0) = 10990) ш), ХИ 1,6 
ERN AXA УСЕ OF, 及 (1m 因 0) 0) = х, Ф 
Co pL Ca O) (y) 1= (1,60) (ш), 

令 z! : = z — (air) (у), М] 

(120905) (27) = (1:090) (2) – (1.60) 0691,) 16У) 

= (1.690) (z) -Cla ir) (1569) 10у) = 

故 z’ EKer(1s@0) = 1,6], 从 而 

а= 2 + (G17) (y) Elmy) + lm(a@®17). 
FRAAS 

Ker(8@ó) Slm (Gry) + m (a@1;) 

R. D 

7.2.9 推论 ЖЕГЕН, BREE RF ¿y p) E K F 
的 子 模 而 ip'ytp' 是 相应 的 包 合 = 映射 ， 存在 2,181) 

(E/E) (F/F) = (ЕСЕ) /ГЇт U, Qip) + Im Ga Qiz) 1. 

证 ， 只 需 将 7. 2.8 定 理应 用 于 下 面 两 个 典范 正 合 列 就 够 了 . 
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E’ -> E—E/E!—=0, 
Е'->р—Е/Е'->0), || 
1.2.10 推论 ， 令 1 是 的 右 理想 而 sM 是 左 R- 模 , 则 存在 ZZ 
— |F 22; 
(R/DQ&M= M/IM. 
证 ， 在 7,2. 9 推论 中 , 令 E=R,E’ =1,F= М,Е' =0 便 得 到 
2-8 
(КУЛОМ = (КМ) /lm lurt 1:0). 
但 依 7. 1. 11 知 ROM= M, Н 
пс, 1,0) = ISM= IM, 
故 上 面 的 间 构 便 变 为 
(RAID Q&M=M/IM, [| 
注 ， (r/Il@m)—-=rm/1M Ë (R/D QM--M /IM 同 构 映射 作 
用 于 CR/D ӘМ 的 生成 元 的 情形 ， 


$7.3 平 E 模 


现在 ,我 们 来 考察 这 样 的 模 类 ,把 它们 “ 张 量 ” 入 短 正 合 列 诱导 
的 仍 是 短 正 合 列 ,更 确切 地 说 由 它们 确定 的 张 量 函 子 @ 保 持 短 正 
合 性 ， 

7.3.1 定义 Æ R-E Ms 称 作 平坦 的 ,如 果 对 于 每 个 单 同 态 
fiA rA, RAE Z- 同 态 GfMQ4 >MQA WELAS. 

PHE R- 模 M 可 类 似 地 定义 。 

7.3.2 定理 R 的 右 ( 或 左 ) 正则 模 R, Gk R) 是 平坦 的 . 

证 ， 由 7.1.11 定 理 的 证 了 明 , 对 任意 及 - 同 态 六 as4 rA, 有 交 
АР. | 
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a —— > — 
; | | г, 
R@'— mmm RGA 
向 此 推出 Bj = afó» 
赦 当 了 是 单 同 态 时 ,@f 也 是 单 同 态 ，U 
张 量 积 具 有 结合 性 以 及 对 直 和 的 分 配 性 ， 
7.3.3 引 理 G Ap, Ms K g8 分 别 是 模 或 双 模 , 则 
— (AQM)QB=AQ (MOB), 
其 具体 的 同 构 映 射 是 
> (а@@ т) Ьа, (MD) 
证 ，V b€ B, 
ps: AxM Э (a,m) заб mo) E AY (MOB). 
不 难 验证 p, 是 平衡 映射 ， 故 存在 R- 同 态 
:А@М э Za, Qm Ea, (ть). 
另外 ,由 于 映射 
(AQ@M) x ВЭ (Ўа@т;, Б) а, (m,@b) € AO (MOB) 
也 是 平衡 的 , 故 存在 К-а] 
с:(4@М)@®В D Ear Om) OLAV mL Є A@(MG@B). 
有 反 过 来 ,类 似 地 可 证 明 , 存 在 KR- 同 态 
c: A@ (M@ D) —> (AGM) OB, 
使 得 op=1,po=1, 所 以 p 5 о 是 互 逆 同 构 , 0 
7.3.4 引 理 设 {Aii€E 1} 与 {8,11E J) 分 别 是 右 5- 模 与 左 5- 
4, E 
| 4: = 4, B: = Ов, 


XVG4 ЄіхЈ, М,, 是 由 一 切 形 如 2,06, (a E Aib E В) ул 
素 所 生成 的 4698 的 子 群 , 则 
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ABsB= Q NM 此 处 Ms @Ә 8B). 


(4,3 JEIxJ (i Jj)€e lxJ 


Ш. EH М;, 定义 知 A@sB= > M,,. 令 
{ЄТ 
j EJ 


u: AA, ә, B — B Ы Sr, 

m: A 一 A, Ts : B>B, ARRE, 
则 а= Las Tits = ls, 从 而 

lares, = la@1s;= ma Qy = (пту) н). ` 
Н («690 是 单 同 态 , 并 使 Im 0,69, )\-*М,,, 故 由 М, 的 定义 可 
NL М, = ima). WERE E RA 限制 为 mo) ÉE B 限制 为 
Ims), ДЈ бр, 诱导 出 4@B,—M,i, КЛА о;у. XAR, ab; 
作为 AOB, 的 生成 元 与 46 四 六 作为 ЛВ 的 元 素 并 无 差异 . В 
为 àQ) 是 Z- s П XX; 的 Nj [му 也 是 2-18), Н. 
©; (л«@л,)|м,,= luis 
ЇЇ ov (riQ@ry ) 是 4 四 5 在 Mi 上 的 典范 影射 ,所 以 
A@sB= (D M; =CD (AGB). П 


iE 1 €€ 1 
J € 7 JEJ 


7.3.5 ЖШ (МЄ) —JE R- 模 族 , 则 
См, жи <=» V iC I, М, 是 平坦 模 . 


£€ T 
证 ， 令 f: М.-М, 是 单 同 态 , 考 察 下 图 ， 


м'ФМ, /W108 


:Er 


其 中 le 是 人 DM 上 的 恒 等 同 态 , 1 十 My 上 的 恒 等 同 态 , MIEKE, 


XIE HRM ТАЈ АНУ НО 6, HA E 8]. о, 
是 分 别 使 左 \ 右 两 边 的 三 角形 可 交换 的 唯一 同 构 (7.3.4 引 理 
保证 其 存在 性 )，6 是 使 底部 的 梯形 可 交换 的 唯一 同 态 ( 佘 积 定义 
保证 其 存在 )， 由 于 整个 图 都 是 可 交换 的 , KID АЧ НАХ 
当 0 是 单 射 当 且 仅 当 f@1; 是 单 射 ， 从 而 推 知 , СЭМ, 是 平坦 的 当 


且 仅 当 YiE1,M, 是 平坦 的 ,日 
7.5.6 推论 每 个 投射 玉 - 模 是 平坦 КУ, 
HE, iZ Ps 是 投射 模 . 由 4. 2. 5E, P, АТН НАЯ Fs 的 


直 和 项 . 又 由 3. 4. 9 推论 ,P= 4 НУЄ, A,= R, E FERC. 
$€ I 


3. 2 定理 ). MR 7.3.5 定理 ,Fs 也 是 平坦 神 , 从 而 Ps 也 是 平坦 
e. П 

下 面 泡 察 平坦 模 与 内 射 模 之 间 有 何 联系 ， 

7.5.7 定理 模 Mes 是 平坦 的 所 > М* = Hom, (M, 9/2) 是 

内 射 的 ， 

ШЕ: =, 10 M, 是 平坦 的 . A fird ->pA RERA, Ш ІЕ 
合 列 | | 

0 >MQ 4A’ ŽMQA. 

H + 2-й Q/Z 是 可 除 的 (参见 第 四 章 练 习 39), 从 而 是 内 射 乙 - 
模 . 考察 图 ， 


0— C M@4'*——— MOA) 
0 OJ fo 
Н z 


Нотр(4* ,M*)e—Homg( 4A, M+) 
f* 


其 中 顶 行 正 合 ，01, 9, 都 是 同 询 (这 由 7.1.10 推 论 保证 )， 故 由 
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VmEM, Va’ C€ 4,001 nRa )= (са) 1<т), 
以 下 驻 证 , FTHBJZ8 EI 5 8, 
HX E, V aC Hom,(A,M°), | 

(0,f*) Со) = 0,[f* <a) ] = 0 Caf), 
Ула Є MG A , 


[0 ahl mga) = Leh (а) 16), o œ) 
X [(#jy*0,1(ay = (р *[0, (0) 1, 
Ж (р "0, Со) 10—647) = Ө,(а) [ті (а) 
= ар} (ajma), (++) 


由 等 式 (#) Кож) 推 知 , 上 述 和 矩形 图 是 可 交换 的 ， 但 已 知 (®р* 是 
WAS HS 也 是 满 同 态 , 从 而 МУ 是 内 射 模 (4. 2. 1 定理 ). П 
<, 设 M+ 是 内 射 模 , 则 仍然 可 构造 上 面 的 矩形 交换 图 ， 不 
过 ,这 时 M, 是 任意 右 КУЯ, Eh M* 的 内 射 性 ,M* BARS 75 
2A >r ARRARAS — 
j*:Hom,(4,M*)—>Hom; (A! ,M*). 
НА REA, (ep *% жЕ ШЕЕ, АЛИП ef 定 是 单 同 
态 (参见 本 章 练习 8) ,所 以 Ms 是 平坦 模 ， D | 
出 上 面 的 定理 可 以 导出 下 面 关 于 平坦 性 的 判别 准则 ， 
7.5.8 定理 M, 是 平坦 的 拓 > 对 及 的 任 一 左 理想 1, 诱导 序 
列 0>MQILMQREG. ЖА. 1>Ё 是 包含 映射 . 
证 ， 由 平坦 模 的 定义 ,必要 性 是 明显 的 ， 以 下 证 充 分 性 假 
若 上 面 形状 的 诱导 序列 正 合 ,仿照 7. 3.7 定理 必要 性 的 证 明 ,同样 
可 以 推 得 序列 
0<—Hom,(1,M*)<*Hom,(R,M*) 
是 正 合 的 .由 4. 2. 13Baer 判别 法 知 ,M+ 是 内 射 的 ,从 而 证 明 М, 
是 平坦 的 ， П | 
E1 EIR 的 左 理想 , 则 对 任 一 模 My, 映射 


a[(m,r) 1, = mr 
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是 Mx R->MI= {Ут тС М.т, Г 
的 平衡 映射 ， 故 存在 唯一 Za- 同 态 91: MQI>MI, E Ө(тог> 
=mr, XA 0, 是 满 同 态 . 

7.5.9 推论 ЖМ, 是 平坦 的 后 > 对 尺 的 每 一 左 理想 ,映射 
0 2 Z— 辐 构 ， 

证 ， 对 每 个 R 的 左 理想 1 及 包含 映射 >R, 考察 下 图 , 其 


Meor — MQR 
„| ; 
MI —— MR 
7 
h> 7.1 ЖАЮ, 是 包含 映射 ， 显 然 , 矩形 
图 可 交换 , Вр е, =у-ур, НЕР ЕЮ Н, 00770 却 
了 明显 单 同 态 , 且 由 2.4.7 EREA, Kerr = Kere, , FE, 
27 RAAR, 是 单 同 态 所 > M, 是 平坦 的 . [ 
利用 7.3. 9 推论 可 把 7.3.8 定理 中 的 对 R 的 每 个 左 理 想 ! A 
如 为 对 及 的 每 个 有 限 生成 左 理想 ， 
7.3.10 定理 M, 是 平坦 的 和 > 对 及 的 每 个 有 限 生 成 左 理想 
L, 均 有 


0 > МӘГ, MOQR 


正 合 ,其 中 „>К 是 包含 映射 . 
ШЕ, ЯЕ, 车 对 每 个 有 限 生 成 左 理想 工 , y, :M@L~>ML 
是 单 同 态 , 则 对 每 个 左 理想 1 ,7 i М@1-> MI 也 是 单 同 态 . 
事实 上 ， 假 若 存 在 的 某 个 左 理想 1 使 ?,，M@I->MI 不 是 
单 同 态 ， 亦 即 存在 OsezCKery,, z = Sim@r,, 则 信 


i= 1 


L: = Ку + Rr, +. + Rr, 
E ARERI Ю ШОЛ Н. 0+rE MOL, YH Ll, (р, (х) 
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=0, z€ Ker0,, НТО Ll ES, Mmi MOL>MQI 是 
2-25, 其 H r MOQL>ML, THR 需 证 HH. х € Kerp ~ 
МІ. 作为 МӘТ булж, 352, ЭГИП >; ДЕА) Вр 
可 .这 便 与 题 设 条 件 相 冲突 , 故 >, 不 是 单 闻 态 是 不 可 能 的 . 
“事实 上 ,人 若 z 作 为 MG 的 元 素 时 是 零 元 , 则 sx) =0ЄМ@Г, 
于 是 


=% (x) = (Ут, J = > MBT = >; mi (rO 


= >;m @r,= x € M@I1, 
f 1 


这 与 * 的 取 法 0 三 xE Кеги; М@ F. 0 
下 面 绸 提供 一 个 判别 平坦 性 的 准则 . 
| l, 5.11 定理 设 FÆ BHH, n: Fr>Mr & їн, MM, 是 
平坦 的 所 > 对 尺 的 每 个 左 理想 1, 
| FIN Kery = (Kerz)1. 
o 证， 显然 ,有 短 正 合 列 | 
0->Кегл-—>Ё„——>М„—>(). 
由 于 Fs 是 目 由 的 , 从 而 28 АЈ. ХЈУ ЈАР: Д9 Г, H 
7.2, 6 定理 ,有 诱导 正 合 列 
Kern®/— >FOI >MQI—>0. 
由 于 F, 是 平坦 的 , 依 7, 3. 9 推论 ,有 Z- 同 构 , E РОГЕР, REE 
2—19 T Ime (Kerr) ВТР 
MQ = Imr = ЕІ Ли = FI (Kerm)1, 
再 由 7.3. 93816, X R RAEN 1, 
NM ,是 平坦 的 和 > МІ М1 Е1/ (Ker) 1, 
但 MI 由 一 切 形 如 
Dr (fdr = Èx (fir) =70 (fir), ҺЄЕ, re! 
的 元 素 所 组 成 ， 改 由 2.3. 2 推论 知 
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и 7 М (ЕР ЕЦЕ (Кет, ` 
所 以 ,Ma 是 平坦 的 拓 > 对 只 的 每 个 左 理想 1 ， o 
| FI/ (FIN Kerm) = FI/(Kerzyl | 
让 我 们 考察 下 图 , 其 中 фр Уур А8101, 并 且 明显 有 
(Кегл) IC (FIN Кегл), ЫП КегфсКегр, H 2,3,7 BE, fE 
1916 В E F З, HT IRS Bh ЛЕ FE122 36, 由 


p 
FI -———— FI / (FI NKerr) 


[2 


FI/(Kerm+[) 


唯一 性 推 知 有 h 是 同 构 映射 。 依 2.3.7 定 理 知 Kery = Кегф, Як] 
M, 是 平坦 的 和 > (Кегл) = ЕО Кегл. Ü 
在 以 上 的 证 明 中 ,主要 依据 是 ，Mas 是 平坦 模 «=> X R 的 每 
个 左 理想 1 ,MGQ1= MI， 但 7. 3.9 推 论 已 把 7.3.8 定理 中 的 每 个 
EET I 前 器 为 每 个 有 限 生 成 左 理 想 , 故 7.3.11 定理 中 的 了 也 可 
(ЕЕ (21 ВУ 55. 
1.35.12 推论 ik Fr 是 目 由 模 ,7， FM, 是 满 同 态 , N M, 
J: EB <=> R ЇЗ ТЗ ЛЕНИ ЛЕ Ж ИЕ!, 有 
FI n Kery = (Кегл)1, 
证 ， 留 作 练习 . 
7.5,15 推论 右 环 尺 的 每 个 有 限 生成 左 理 想 芝 为 EZE 
CRANRA ENSP, F, E H HL, mF >M: EWA, M 
М» 是 平坦 模 人 > V r € R, FrN Kerr = (Кегл)/ ‚ 
ош RETR — TF Z- i pE E 05 2651 
, 3.14, 4 定义 2- 模 M 称 作 无 挠 的 , 如 果 
e 1 406。 


УхЄ M, VnC€ Z,nz = 0= x= 0. 

例 Z- E Z = ААН. 但 Vx>0,Z- 模 Z/wZ а. | 
2-1 Q 50. 

7.5.15 定理 ям аре > МЫЙ). | 

Ш, +МЖ#-7-®,РЕҢҤШ7-й,л;Р->»М 是 满 同 态 ， 由 于 
Z 是 主 理想 环 , 故 Z 的 每 一 理想 都 呈 2Z (nEZ) 形 状 、 由 7. 3.13 
推论 知 ， 

M 是 平坦 的 

<=> V z € Z, F (nZ) П Kerz = Кегт * nZ 

<=> Vac Z, nF A Kerr = nKerz 

<= V z2C Z, УСЕ, |С Кегл 

<>> fE Kerr. 

由 于 Ме Е/Кегл, 4 y, М--Е/Кегл В, 则 Yn 
€ £ 5 m € M ,# (um> € F /Kerz, 于 是 

пт = 0 <>} (nm) = 0 € Е/Кегл<—>пф (т) = ф (пт) € Kerz 
<=> ф (т) € Kerr y (m) = 0СЕ/Кегл 
<> mE Kery = 0m = 0E M<>M354. [ 

由 于 Z- 模 Q 是 无 挠 的 , 故 Z— Ө 是 平坦 的 . 又 由 4.2.8 定 
EENI, Z- 模 @QQ 是 可 除 的 , 故 也 是 内 射 的 ， 但 由 于 投射 Z- 模 必然 
EHER, HF 乙 - 模 @Q 没 有 基 , W Z- 模 Q 不 是 投射 模 . 这 说 明 ， 
平坦 模 类 确实 比 投射 模 类 广 得 多 . 


S7 4 E W 环 


正如 模 的 投身 性 (相应 地 , 内 射 性 ) 可 用 来 刻 划 基 环 的 半 单 性 
那样 , 模 的 平坦 性 是 否 也 可 用 来 刻 划 基 环 的 某 种 特性 ? 换 句 话说 ， 
符 每 个 左 ( 或 右 )R- 模 都 是 平坦 模 , 那 么 基 环 R 应 当 具 备 何 种 属性 ? 
这 类 环 被 称 作 正则 环 (Neumann) 意义 下 ) , 它 有 众多 不 同形 式 的 
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等 价 刻 划 . 
7.4.1 定义 ” 环 尺 称 作 正 则 环 ,如果 YrER, Ir € R г= 
"т, | | 
A 除 环 明显 是 正则 环 . 半 单 环 也 是 正则 环 ， 
实际 上 , Y0srER,rR 是 R, BUEN, KA R 的 右 理想 S, 
E R=rRAS, KIER 及 sE5, 使 | 
lr = rt-+ +=>r = rtr +sr>r — rtr = sr C rRí1 = 0 
=>r = ги» RE EJI, 
然而 ,存在 不 是 半 单 环 的 正则 环 . 下 面 就 米 构造 这 样 的 实例 ， 
令 K 是 正则 环 (不 妨 取 它 作 除 环 ), 而 令 VIEN, K, =K H R: 


= [[K. bhd ЕНЕ, К 构成 环 ， 并 且 显 然 ViE N, V 


KE KI3kEK 使 k=kkk, 从 而 也 有 (RD (До = (К) € R, 3F 
即 КЕ ЈЕДУ. 然而 及 却 不 再 是 半 单 环 . 


事实 上 , 令 A: = Пк, 则 4 显然 是 RR 的 双 侧 真理 想 , 并 且 作 


为 R, 或 „К 的 子 模 都 是 大 子 模 ( 留 作 练习 ) ， 但 依 4.1. 2 例 (2) 知 ， 
半 单 模 只 有 其 本 身 是 大 子 模 , 所 以 R 不 可 能 是 半 单 环 ， 

这 表明 ,正则 环 类 比 半 单 环 类 更 大 些 ， 更 为 重要 的 是 ,正则 环 
有 一 个 很 好 的 性 态 ,这 就 是 它 能 满足 7. 3.13 推论 中 所 提 及 的 条 
tF. 

/.4.2 定理 REEK, N RKE- AR ERARE 
理想 都 是 主 右 ( 或 左 ) 理想 , MAUER ЛЕ Pt ЕВС. 

证 ， 首 先 证 明 , R 的 每 一 主 右 (或 左 ) 理想 均 可 由 某 宪 等 元 所 
生成 ， 事 实 上 , 令 aR 是 尺 的 任 一 主 右 理想 .车 4=0, 则 它 自身 已 
ERTER. A 4 天 0, 则 由 RR 的 正则 性 ,存在 z€ R,f a аха, 
Fe е=ахєк, I 

eR = ахР сак =axaRSaxR =eR. 
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故 aR = eR, H 
e` = (ax) (ax) = (axza)x=ax=e, 


ЖУО. 


其 次 , 令 L: - > a, R = YeR( 其 中 每 个 e Жл) 是 
R 的 任 一 有 限 生成 右 理想 ， 以 下 证 明 工 实际 是 主 右 理想 为 此 ,对 
生成 元 的 个 数 w 进行 归纳 证 法 , 但 只 对 2 = 2 的 情形 加 以 具体 推导 . 
S L=eR+eR, RH e,, e, EERTE. TË 
L=e¢e,R +e, R =e, R+[(e,+(1-e,)]e,§8 
Se R+(1-e,)e,RCe,R + e,R. 
故 e KR+e,R=eR+(1- е,)е,К. 
S ЈЕ, = (1-е)е,Е, Жүн P=] Ж ЛЕВИ pu | РЕ 3r6€ 
КЇ f= (1 - e) e,r, Т 
e Í =e (1 -— e.)e,r=0. 
再 令 g: = 了 (1 —e), l 
= -fof=f -10=1, 
从 而 gr=gf(l~e)=f-fe=f( ~-e)=4 
是 逢 等 元 , 并且 
eg =e CK -e )]= 01 ge.. 
ХВ 2=1(1-е) ER, m = ЄК, Ж IR= 2Е. FË 
eR+e,R=eR+fR=eR+gR2 (e, + р) R. 
男方 面 ， V e,r + gr Ee R+gR, N е,, 2 Pr ER IJL, Н. е, = ( 
= ge1s W. 
er + gr” = (е, + р) (er + т”) С (e, + 22 R. 
АШ eR+teR=eR+gR=(e, + g)R 是 主 右 理想 . [ 
7.4.5 定理 КЖ ТЕШУ А M, 都 是 平坦 模 . 
ШЕ. =>, 15 РЕДУ, ДН 7.4.2 定理 , RØSTER 
成 左 理 想 都 是 主 左 理想 . 又 因 任 一 模 M, MERK НАЕ, ЈА 
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态 像 ( 由 3.4. 13 定理 ) , 故 有 正 合 列 F——M,—>0, 从 而 M, = 
ЕЁ„/Кегл. [7.3.13 Р, 
М EHHE V rG R, Fr Kery = Кегл,”, 

ШУ ЕЯ БИЧЕ, УРСА, ЕП КеглсКегле•ғ Ери. Е, УС 
Fr Kerm, ЭСЕК т" ERE x =fr=frr'r=xr'r. 52518, 
C€ Kerr E F, ITIR, К rr’ € Kerm, А х = С Кегл г, 

=, RET Mp: 都 是 平坦 的 , 故 YrER, 商 模 M = R/rR 也 
是 尺 - 模 ,由 题 设 也 是 平坦 的 ,并 且 显然 它 是 自由 模 F, = Rs 的 满 同 
态 像 ， 由 7.3. 13 推 论 , R 的 每 个 有 限 生成 (实际 也 是 主 ) 左 理想 , 比 
为 Rr 应 满足 

RrN Kerm = КПК = Кг, V r€ R. 

由 于 民 是 含 么 环 , 改 rrERzrnrR=rRr ЭГИП) VrER,3xr ER, pr 
=rr r F R ZENA. 0 

最 后 ,探讨 这 样 的 问题 ,就 是 在 何 种 条 件 下 , 平坦 模 的 . 商 模 仍 
是 平坦 的 ? 为 此 , 先 引入 以 下 定义 。 | 

7.4.4 定义 iz М 是 任 一 模子 模 Ua, M 称 作 是 纯 子 模 
> J RODETA EA AMNU = AU. | 

7.45 EE k aM 是 平坦 模 ,U~7sM, 则 M/U 是 平坦 模 <> 

U 是 | |M WATE. | 

W: =>; Ж М/О 是 平坦 左 R- 模 ,由 7.3. 8 定理 , X RHE- 
右 理想 4 及 4:4-> 足 包含 映射 ,其 诱导 同 态 

(691 мо 4@вСМ/Шу->Кб])„ см /й) 


ERAS. FE V x€ >т САМО, ДЕ 


t = 2;a,@m,€ ADr (M/U), 
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使 alum) G) = >) 4, Qm, = 1. >am, 
i- 1 i=1 


= 1,@9 = 1,690 = 0E RQr(M/U). 
由 于 ,的 lv 是 单 闻 态 , 故 


z = > a, m, = (р 
EE 


A — H M , AE ЫЕ 
Ах(М/О) Э (a, m) >am: =am + AU € AM/ AU 
是 一 平衡 映射 , ТЕТЕ Z-A 
Ps 4r(M/U)=A4AM/AU, 


使 得 0=ф(0) = p(t) = (5 GO Ths ) 
i= 1 


п 8 
= > ат; = У; сат, =U, 
pot ШИ 


亦 即 #Є AU, 从 而 证 明了 AM ñ U = AU. 
<, V:=2a Om: EAr СМ/Ш), 5 
CGO) 0) = Ee, Qm: = 1,0 Хат, 
= 0€ К@ „ом Шу 
=> 2@,т,Є U—Za,m,C Un AM = AU 
=> 90,6 4,и,С0, ат, = Ўс,и, C AU, 
但 6:691) Са, Om – Ха, и] = Eam,- Dasw,=0 
(Ха, бт, – Dau) ЄКег(@1м). 
ШЖ „М 是 平坦 的 , 依 7. 3. 1 定义 ,上 Q@1 是 单 同 态 , 故 
Уа, т, = Ма, ©и,. 
ТАХ НА 2: M- М/О, 
¿= а,б т, = (1.092) С®а,@т,) 
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= (1.02) (a, Bu) = Ea, Ql; 
= 5a, Q0 = 0E A (M/U), 
й :691 муо 是 单间 态 , 亦 即 М/О 是 平坦 模 . П 


+ 习 | 
1. URREZK, TZ Ró Z=, M, 是 右 R~- 模 , 证明， 和 存 
&Z-F 45 f: Мс) (R/D —M/ (МГ), 使 
Í mQr/l =mr/M1. 
AË L£ Кюз, NEY 21-18, — 
(K/L) OR/D = R/(L +h. 
2， 设 是 阿 贝 汞 群 , 对 任意 自然 数 7, 令 
nG= (ng|g€ С}, 
N) nG 是 G 的 子 加 群 .验证 ， 作 为 ZZ- 模 ， 
(Z /nZ)&@G= G/nG. 
3. €, (Z/nZ) QQ = 0. 
4. #0->М/->М->М”->) X 8 E.G 3], LM 5 М” 党 是 平 
起 模 , 证 明 M 也 是 平坦 模 . 
5. Vm,nC N B (т,п) =d 为 m,n 的 最 大 公 因 子 , 则 
LAW A Z... 
6. REAL ZIR, Ar B 是 R- 模 , 则 
А®@»В‹= B@, A. 
7. K KA X39423, 62. z 是 自由 模 А, уу, 
,Ym 是 自由 模 „В 的 基 , 则 
{х,@у,|! = 1 2 ,1 = 1 2, ,m) 
х AGB #9) Ж. 


° ]52 < 


第 八 章 根 与 Ж 


在 环 论 历史 发 展 进程 的 早期 ,人 们 已 经 知道 ,对 每 个 有 限 维 代 
数 4, 总 存在 双 面 里 零 理想 8, 使 得 4/B орд. (ВШ 
的 : > 976 М, В" = 0), 

对 于 代数 4 的 研究 ,上 述 结果 导 致 三 条 发 展 路 线 : 

D 关于 半 单 代数 4/8B 的 研究 . 

(2) 关于 宕 零 理想 3 的 研究 . 

(D 关于 A/B 与 4 两 者 关系 的 研究 , 尤其 令 人 感 兴趣 的 是 ， 
A/B 的 哪些 性 质 能 “升腾 ”到 4? 

对 于 代数 ,尤其 是 有 限 维 代数 的 研究 来 说 ,所 有 这 三 个 方面 都 
ДЖАШ. 

在 一 般 环 或 模 的 研究 中 , 与 8 相当 的 课题 ， 自 然 也 是 令 人 关 
注 的 . 


S8.1 加 性 补 与 交 性 补 


直 和 M = AGB 的 两 条 件 A+ B= M,4nB=0, 有 时 显得 大 强 
些 ,不 易 被 满足 ， 下 面 引入 的 加 性 补 与 交 性 补 概念 就 是 在 一 定 程 
度 上 对 直 和 的 两 条 件 的 前 弱 . 
8.1.1 定义 — AM, l 
(D АМ ЧЕЧЕМ «бау += М, 
(b)4 "是 所 有 满足 4+ АС =M 的 极 小 者 , 亦 即 
VB M[A+B= М AB<2A В = А '3. 
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(2) FEA aM RE A E M НЗ Е <> (а) АП 4: = 
0 ,《b)A 是 所 有 满足 AD 47 = 0 的 极 大 者 , 亦 即 
У СхлМГАГ С =0/ 4/хлС=>А'/ =C), 

8.1.2 0 ААМ Лл ВАМ, АФВ =M <=> ВВЕ 2. AE 
MM 中 的 加 性 补 ， 24 TE МЕ ЕА. 

=>; SAIC CMACOB, MUJ 出 1.3.16 5] Ж# OR 9) 4, 
ANB+C=B. HANB=0, С=В. 这 表明 以 的 直 和 项 B 是 
4 在 对 中 的 加 性 补 . | 

其 次 , 令 ANC=0 八 BC, ж AGC = AGB = M=>C = B. X 
BB B 也 是 4 在 M рж ЙЕ. П 

现在 我 们 必须 考虑 的 问题 是 ,加 性 或 交 性 补 是 否 总 存在 ? 如 
果 存 在 是 否 唯一 ? EEM M= AGB 的 场合 , 当 MR 4 给 定 后 ,B 
只 是 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 确定 的 ， 至 于 加 性 或 交 性 补 对 一 般 模 
存在 性 并 无 把 握 . 至 于 唯一 性 , 稍 后 将 予 讨论 . 

例 Zz 模 的 子 模 并 不 总 有 加 性 补 ,事实 上 , Vm, s€ Z, (n, 
m)=1. BA nZ. +mZ. = Z. V nZ: 0 п + 1 Н (0,9) = 1,4q>18, 
ЖЭ (n, qm) = 1, W 

qm ZšZmZ, Мо nZ 的 加 性 补 不 存在 。 

当然 ,拥有 加 性 补 的 模 也 很 多 ,比如 阿 丁 伐 . 半 单 找 等 。 与 加 
性 补 形 成 对 照 的 是 , 交 性 补 总 是 存在 的 ， 

8.1.5 SE 令 4 人 有 4MW 有 4nB=0, 则 存在 4 在 邓 中 的 交 
性 补 4 使 44 HEERE 4 的 交 性 补 АУ А АА”. 

ШЕ. < = {С| Вис «МЛАПС= 0}. Н Be P, ЖГ 0. E 
矿 中 每 个 全 序 子 集 的 并 显然 仍 是 荆 的 元 , 而 且 恰 是 该 全 序 子 集 的 
上 确 界 . ВА БЯ, T 中 必 有 极 大 元 4'. TA BAA HA Ë. 
4 的 交 性 补 , 在 以 上 推 证 过 程 中 以 4' 替 换 4 并 以 4 替换 了 ,同样 可 
UERS 47 AAA" Н 4? 是 4 的 交 性 补 。 0 
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交 性 补 总 存在 但 加 性 补 未 必 存 在 这 一 事实 在 整个 模 论 中 意义 
重大 .比如 ,由 此 推 得 ,对 任 一 模 , 内 射 包 (参见 F. Kasch 的 书 ) 总 
FE, 但 投射 覆盖 未 必 存 在 ， 有 鉴于 此 ,在 模范 畴 中 , 对 偶 命 题 并 
ЧЕ ВОЛ. 

小 子 模 与 加 性 补 , 大 子 模 与 交 性 补 之 间 有 重要 的 联系 ， 

8.1.4 引 理 | 

(1) & M= A+B, ШВ АМН ЕАК (A n By 5. 

(2) 3 A" А M ПЕК, * A EM h ШЕ 
补 , 则 .4 也 是 4 在 对 中 的 加 性 补 ， 

(3) 车 4 是 4 在 中 的 加 性 补 , 耐 4” 是 4 在 六 中 的 加 性 
А,В 44, ДАА MJA `. 

Ш, (1)>, $UYBH(4ANB)+U = В, 

М= А+ В= А+(АП В) +0 = А +0. 
Р] BEARER, U = В, ATAN BD SB. 

<, M=4A+U HUB, В= (А0 В) +0. САП Д) В, 
С B=U, 从 而 8 是 4 在 M 中 的 加 性 补 . 

(2) HARAM =A" +4. GUA H M=4A" +U, 则 

A`=(A NAY +U. 
XHM=A+A'. M= А+ (А А7) +0. E), CA NA’) 
A ,从 而 (4 n A M 5352M0H4.1.35|88(1)), FE | 

М= А+(4А" Y Ay +U= A+U. 
因 AE ARRIER HUA, PEU А, RARA E М 中 的 
加 性 补 ， 

(3) A/A” +U/A" = M/A" E. A" МАШ АМ, M A+ U = 

M. НМ=- А" +A H A” AU, U= в САП), AT 
M=A+U= A+A +(А` О = A+-(A:nu. 
HF A' Ж À ZE M Hi BBB Eh А NU = 40, АТ 
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M =A" + A'aUaM>U = M>U/4" = М/А" 
АА" ЧАМЈА". 0 

下 面 是 8. 1. 4 的 对 偶 命题 。 

8.1.5 引 理 

(1) $ A,B ÉE M YS E.An B = 0 ,出 

В 4 在 M 中 的 交 性 补 <>(4+B)/B¥YM/B. 

(2) 车 4' 是 4 在 M 中 的 交 性 补 而 4 是 4 在 M 中 的 交 性 补 , 则 
4/ 也 是 Ar 在 M 中 的 交 性 补 . 

(3) $A E 4 在 MM 中 的 交 性 补 ,而 А 是 A E M 中 的 交 性 
1, H. Aa A” W] А47. 

ШЕ. (1) =, KA +B)/B)NU/B=0 H ВОМ (A+ 
By U = B>SANUaBS>ANUAAN B. Н B E. AT M ri х 
>40 ОАВ = 0 BU—>B=U=>U/B=B/B= 0 (А+ 
В) ВМ /В. 

<, GANU = 0 E Вам. ухе (A+ B)nU= сє A, 
РЄВ,«СО х= а+ Б = иа =и-вС АП О = 0 =>=a=0,x=bG D: 
(4+ В) 0 = В ((4 + В) /В) N (U/B) = 0. 因 (A+B) /BY 
М /В=>0/В = 0 =U = B>B RAEM 中 的 交 性 补 . 

(2) H i LAA =0. 4 A AU М {8 А0 = 0. 由 
DACA” + A/A EMAA" + АМ (Hi 4.1.5 引 理 (3)). 
Vz*C€C (47 +4) П 400) > 3ar EA, EA ,GE А,иЄ Ох = 
a” +а! = а= ца? =u -a C А ПО = 0 >а" = 0 х= д4! = 0С А! 
ПА = 0 >(A + 47) NANU)= 0. W 4" +A'S' M= AGñU = 0. 
LAA 是 4 在 M HEXER A USA USA b. А” E 
M 中 的 交 性 补 . 

(3) SUARE ANU =0, ух An (А +U), Aa Є A, 
aC A, ,uEU, {E х= а= а! +и=>а-и=а' Є А П А = 0 =>x=a=wr 
EANU=0>A4AN (A +0) = 0 >A +U = А'=> хл Д' >Ш aA ` 
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NA = 0=U= 0 >A A". | 


582 % 与 Ж 
8.2.1 定理 令 M; 是 任 一 右 R- 模 , 则 
(1) 2, A= [] B= (1 кетр. 
(2) N A= > B =X Imọ. 


(3) (2)? (8) 


REDEN AYM вя, 门 是 对 BUM 且 B 极 大 取 交 ， ñ 


(1? t15 


是 对 半 单 N, H pcHomM, RZ, Пе 4 М Ж, >; 


是 对 B+M 且 B 极 小 取 和 , DIERFE Na B. p € Hom(N,M) 取 
和 

证 ， 依 次 用 UU: Us 表示 等 式 (1) 中 左 ,中 、 右 端的 子 模 . 

жш Us4U1，Y aE0,, 若 oR 不 是 M 的 小 子 模 , 则 由 4.1.4 
ЗП, МЕ С аЕС, ATEU, аким, AT 
aC aRU.. 

其 次 证 UU, H4. 1. 351263), V 2 € Hom(M,N),N, Æ 
单 , AS'M=>gp(AYS'N. El 4.1.20](2),ф(4) = 0, 从 而 4\—Кегф, 
亦 即 U AU. 

最 后 证 Vs 4U,, $ B EM, 的 极 大 子 模 ， >в:М->М/В ZH 
然 满 同 态 ， 因 M/B 是 单 模 , 也 是 半 单 模 且 Кегр,= В, 

Usc [}Кег»» = (1 в-о,. 

(2) 在 每 式 中 依次 用 站,V,,V бА, Hi, АУА. 05 
然 依 次 证 明 V,—4V aV aF, Вр. 

ЖШ У,у, i B E: M 的 单 ( 即 极 小 ) 子 模 而 4%M. 于 是 ， 
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由 于 B0, АП 8 关 0( 由 4.1.1 定 义 (1)), 从 而 4mn 了 = B, B<. A, 
ЭКЕП V,<4V ,. 

ЯКЕ УМИ АСР V, ERR, B E, YCA, F 
SC E.C 在 M 中 的 交 人 性 补 (8.1.3 引 理 ), 从 而 C+C =CG@C' M 
《由 8.1.5 引 理 (1) 及 4.1.5 引 理 (3))。， 由 定义 知 了 4C +C! R. C 
V RERE 

六 = CCK NCCC ATF), 
从 而 VEREER, V >M 是 包含 映射 , C Нот(У,, М), AF, 
= İMA, 。。 

RAWE Vay: He. 1.5 推论 知 , 半 单 模 的 满 同 态 像 是 半 单 模 
且 半 单 模 的 和 也 是 半 单 模 ， 故 Vs 显然 是 M 的 半 单 子 模 , 从 而 它 是 
单 ( 极 小 ) 子 模 的 和 ， 故 Vs<=V,. I 

8.2.2 ЕУ 在 8.2.1 定 理 (1) 中 的 子 模 称 作 模 М 的 根 , 记 作 
RadM 而 (2)? 中 的 子 模 称 作 模 对 的 座 , 记 作 SocM. 

8. 2.3 推论 

(1) VmC M,,mRV!M<=>mecRadM. 

(2) 55с6МжМ КК ТА. 

WE: (1) mR? M=mEmRaRadM=>m€E RadM. 

BZ ,Vm€ RadM=>mRM (在 8.2.1 定 理 (1)U ar; 的 证 
明 中 已 得 出 此 结论 )， 

(2) 由 SocM 的 定义 知 , SocM 作为 单子 模 的 和 ， 所 以 是 半 单 
的 . &< C М ВИЕ, X. :C— M, jk € Hom(C， 
М), АТ С =Imi—aSocM, ж SocM 最 M 的 最 大 半 单 子 模 。， [D 

8. 2.4 定理 | 

(1) фЄ Homa(M,N)=>9 (RadM) «Кайл A o (SocM) a 
SocN, 

(2) Rad(M/RadM) = 0 A V CuM [Rad (М/С) = 0 

=> RadM aC], 
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ЖЕП RadM 是 使 Rad(M/C) = 0 的 M 的 最 小 子 模 . 
(3) Soc(SocM) = SocM A V C<xM[SocC = С=>С\хл5$осМ], 
亦 即 SocM 是 使 SocC = С 的 M 的 最 大 子 模 ， 
Ш: (DAEX | 
RadM = > ,A>p(RadM) = $p). 
4` М 


4 м 


H 4.1.3 EDA pO М, p RadMy наам. 


同样 ， 
Soc( M) = > Ве>ф(5осМ) = УЗ рСВ)лбос (М), 
B. M . BYM | 
B à BÄ | | 


(2) 我们 先 证 明 两 个 断 语 ， 

(a) M/C 的 极 大 子 模 4 总 是 M К а С-и В RATH BTE 
目 然 局 态 r: M-=M/C 下 的 像 ， 

事实 上 ,由 2.1.13， | 

:Lat(M,O0)SB->»(B) € Lat ( M/G> Е 

是 格 同 构 ， | | 

H >: M-— M/C NI, M/C 的 极 大 子 模 A= ДП Пар = рр. (А). 
4 B= A), Ш A= (В) =B/CACB\ AM, 从 而 

(M/C)/A= (M/C) /BIC) = МЈ B- 

是 单 模 ( 因 4 在 M/C 中 极 大 ), 所 以 B 在 M ай Ж. 

(b G {B EI EM 的 子 神 族 八 Vi€ IFC<4B 1, l 

N (B,/C) = ((15.)/c. 

事实 上 , (n B5y/C<=24 Г (B,/C) 是 明显 的 ， 反 之 ， 

Мо+СЄ П (B,/O)=> V i€ I, 26,6 В, Н ç +C= b, +С=>р= 
b; +c C B,+C= B;, Y iE Ips +C € (r) Bp /C. 

利用 (〈a) 与 (b) 这 两 断 语 ,我 们 有 
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Rad (M/RadM) = [| 4 = nN (B/RadM) 


= Г Ву /RadM = A) В) /RadM . 
= RadM/RadM= 0, 


其 中 人 是 对 4 在 M/RadM 中 极 大 取 ， [| 是 对 Ë K BOMH 


RadM BIR, 门 是 对 极 大 BM R. 


由 以 上 可 推 关 及 adA 4Ker2 = С, 

(3) 由 于 半 单 模 与 它 的 座 重 合 , XIN Soc M 2 M 的 最 大 半音 
ё, Soc(SocM) = SocM, У ЅосС= С, С 是 半 单 的 ,从 而 
推 得 C~*SocM. [ | 

8.2. 5 推论 

(1) 满 同 态 p: M>N 人 Kerp zM 

=>ф(Каім) = Rad NA RadM = pCRadN)) 

单 同 态 g: M>NAImgo SN 

=>ф($осМ) = SocNA SocM = g :(Ѕос№), 
Фу CM>RadC sRadMA\SocC +SocM. 


«зэ M= M,>Rad M = @Rad(M,) ASocM 
= СӨвоссм,). 
К, | 
аә) м=©Ө) M>M/Rad M= PD MRad MO. 
£ € J g са ЕЈ : 
iF, (1) Ф(Каам)‹«Кайћ№ 由 8.2.4 定 理 (1) 证 实 ， 反 之 ， 
у ОУМЛ V АМ, A+ KU) = М, 
p 是 满 辐 态 过 9p(4)+ фГфт!07) 1= ф(М) = № - 


о (4) + (U Паф) = Мф (4) + U = № (4) = М 
=>! [g (4) ]J=gp (N= A+ Кегф= M. | 
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Kero M= A= M= (О) М> (О) :RadM 
=-Ux p (RadM)=RadN<4p (RadM). 

从 p(RadM) =RadN 出 发 ,同时 上 面 已 知 Kerpo M 
一 KeroO\ 4RadM 
=RadM + Kerg = ф [o (RadM)]= g (RadN)， 

H 8.2. 4 定理 (1) 知 , фСЅосМ)хчлЅосЛ 现在, £ EAN EA 
21р N Е=МГ(ГЕ = E=0=*Img ПЕ = Е=> Ея, 出 题 设 Imgy 
МУН p: М-М 是 单 同 态 ,从 而 | 

g '(Ey<xg `(Img)S%'g (N) = M 

=> (Eg 1(Imgp)<4SocM=>go[g '(E)]=“g (SocM) 

=>бос№лф(ЅосМу ‚1 p(SocM> = Ѕос№ | 

最 后 ,9 (SocM) = SocN=g (g (SocM)) = 1(SocN), 

=SocM = '(SocN)>). 

(2) Ж G C— M 是 包 合 映射 ,由 8.2.4 定理 推 知 ， 

Каас =:(Кайс)‹хКаам AN SocC = (SocC) 
aSocM | 

(3) Rad(M;)~*Rad M (由 本 定理 (2)), 因 此 ,由 于 Rad(M.,> 
UM, W: 


> Rad(M,) = DRad(M Rad M. 

52, V m=EM,;€ERadM 并 令 me M->M, 是 第 1 个 射影 ,由 
пт) =m, € Rad(MO. H8.2.4 ZEO), т e CDRad(MD), 从 
Ti каам р RadOM O), ЕП RadM = СЭкаасм,) 

至 于 Soc 的 等 式 ,类 似 可 和 证， 

(4) 只 需 在 M/Rad M 与 由 (MyRadM,) 之 间 建 立 一 个 同 梅 
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BB НГЕ]. 为 此 ,VY > m, ЄМ = DM., Hh т.ЄМ,% 


< {ЕЈ 


Фо (2 т,) + КаїсмМ)] = У (т, + Каб(М,)) 


Є DMRad MO). 


| 


首先 , p 是 M/Rad м 一 D(CM,/Rad(Mi)) 的 映射 


SX E, ү Ут, + RadM = Ўт, +RadM, 其 由 m, m € M, 
> У (т, - т, ) ERadM | 
СНЖЕ EB(3))V ЛЕ I,(m,—-m/ ) Є Кам, 
т, + Каб(М,) = т, +Rad(M,) 
=—>р( Ут, + Каам) => (m,+Rad(M p). 
= У(т, + Каб(М,)) 
= Ф( т; + RadM). 
其 次 ,op з= Wali 2 ИН Р.Д]. 
最 后 ,9 EANA, £ V Em, + RadM C€ M/Rad MH. 
pm + Каам) = Ў (т, + Каа(М,)) 0, 
ШҮ:Є/,т Є Каб(м,). ВКаасм,)‹«Каам, ў. 
2m; + Каа(М,) = Rad M, 
亦 即 Kerp =0, D 
> (1) Rad (Zz)=0. Н 4.1.2 例 (3), 0 是 Zz 中 仅 有 
的 小 子 模 。 同样 ,Soc(Zz) =0, 因 Z 没有 单 理 想 . | 
(2) Rad(Qz) =Q. 因为 уяєО,47%"Ө (人 参见 4.1.2 例 
Ф). REZA 没有 极 大 子 模 , 亦 即 
П s= Й в- 


е Ее BES 
63) У1<лє7,п ek 
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$ . 
n = П2"“, т>20, PEP iE]. 


4 =} | 
由 于 由 素数 生成 的 Z КИЙ ЖЕЕ k E ЖШН, ТИШ T nZ, 的 
极 大 理想 就 是 pigs!=1,2,… K, 3£ E. 


[Т p ZZ = p b. p Z, 
f= 


所 以 Rad(Z /nZ.> = N (p Z /nZ) = ( N p Z. ДҮ, 


` 


= (H ]Z Z. 


从 而 推 知 
Ка4(2/л2) =0<=>л = [[>.. 
f=1 


特别 , 当 #= 0 或 z= 1W,Rad(Z/nZ) = 0, 
最 后 ,我 们 项 望 计 算 Soc(2Z/n2Z)=? 
显然 , 当 n= 0 或 n= 1 时 ,Soc(Z/nZ)=0. 
V 1 <nEN, 仍 把 n = [|р 作为 它 的 素数 复分解 式 . 首先 


| = 1 


我 们 断言 ，Z/nZ 是 单 忆 - 模 当 且 仅 当 # ИЛО. SE E jen= p 
“为 素数 , 则 Z/IZ 实际 上 是 域 , 从 而 当然 是 单 Z- 模 ， 若 ”至 少 合 
一 真 因子 2, B) qZ/nZ; E: Z/nZ, HERAT. 


(22 ) 22/2, (22) ват 的 单子 模 ， 
Fa Б (^7? \= (x )/ "z = (Tz „Z. 


`я50с( 2/12), 
BAH, H n = qn, F ,qZ /nZ, E: Z /nZ WAT. Н 4Z/nZ 
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e Z /n,Z , iX 4 必定 是 于 因子 Pis Р2э ‘э PE 由 的 一 个 ， 比方 说 n = 
р, FE а= =, АЛИН 


Soc(Z /nZ. = (тег > )Z / 2. 


特别 地 ,Rad (2 /Tl,z)=o,sə (z / Пь2) а 


Ка (2/22) = р2/р'2, = 2/р"2.; 
50с(2./р"2) = р" '2/р'2=:2./р2,. 


S8.3 Жа EM 


8.3.1 定理 — M =M, 为 右 R-~ 模 , 则 
(1) M, 是 半 单 的 入 RadM =, 
(2) MRad(R,)~*Rad(M,). 
(3) M 是 有 限 生成 的 他 Rad(M,)M，. О RadCR JR 
(4) (中 山 正 引 理 ?4 是 有 PE MAYA AMRA Ra) САУ 
R,)>MAWM,. 
(5) M Л Мао каам. 
(6) Каб(К,) Е R RHEN, 
(7) 对 每 个 投射 R- 模 已 一 RadP= PRad(R,). 
(8) V CM=>(C+RadM)/C :Rad(M/C). 
证 ，(1) M, 是 半 单 的 之 每 个 子 模 都 是 M 的 直 和 项 之 0 EN 
有 的 小 子 模 之 Rad(CMa) = 0. 
(2) V mC M=, R, Ərtəmr € M, 是 R- 同 态 
=>mRad(R,) = pn(RadRa) RadM 
> > mRad(R, ) = MRad( R, “Кадм. 


m € М 
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(3) 令 Rad M+C= М, #C= M, 则 因 M 是 有 限 生成 的 , 依 
1.3.12 命题 , C ЖАЗА КЕ ВМ, 故 M=RadM+C=B, 这 
是 不 可 能 的 . 故 C = М, АШ Rad MSM. 
(4) MA :MRad(R,)~*RadM “М=МА+ М. 
(5) RadMZ M: 0 >RadMz М. 
14 ЖХ, A RadM = M=>RadM + 0 = ММ = 0 T. 
(6) 在 (2) 中 取 M, = R, 即 得 . 
(7) 由 (2) 知 PRad(R,)C RadP. 以 下 证 逆向 包含 为 此 , 依 
4.2.6 对 侦 基 引 理 , 取 {y,gsliE 1 为 Ps 的 对 偶 基 . YVxERad(P。)， 
o, C Hom, (P, K)=>g (RadP)y<4Rad(R,)(8. 2. 4 EBO | 
=>ф;(и)Є Rad(R,)=>= = 2 Q, (t) EPRad (Ra), 
从 而 证 明了 RadP、xPRad(R;) 也 成 立 ， 
(8) & r: M>M/C 是 自然 满 同 态 ,于 是 | 
C+RadM/C=x(RadM)<2Rad(M/yC). П 
8.5.2 定理 
(D M 的 每 一 子 模 在 M 中 都 有 加 性 补 且 RadM = 0<>M 是 
半 单 的 . 
(2) M 是 阿 丁 模 且 RadM =0<=>M 是 半 单 的 同时 M 也 是 有 
FE ZE ДЕН. 
ME; (1) >; 由 题 设 ,VY C< QM, 
C Æ M RADIE C ' 
>M =C +C'ACNC YC: 
>M =C +C'NCNACaRadM=0 
=>М=С@С`=М 是 半 单 模 ， 
<: H 8.1.8 推论 及 8.3.1 定理 (1) 立 得 . 
(2) =>, М T B 
全 1M 的 每 一 子 模 在 M 中 都 有 加 性 补 且 RadM = 0 
之 MM 是 半 单 的 (由 本 定理 (1)) 
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之 M 是 有 限 生成 的 (由 定理 6.1. 6). 

=; M 是 半 单 的 且 是 有 限 生成 的 过 MM 是 阿 丁 的 (定理 6. 1.6) 
且 RadM =0( 由 定理 8.3.1(1)). П 

8.3.3 推论 。M 是 阿 丁 的 二 M/RadM 是 半 单 的 . Р, Къ 
了 丁 的 他 R/RadR 是 半音 的 . 

RF, М 是 阿 丁 的 之 M/RadM 是 阿 丁 的 (5.1.2 定 理 )， A 
Rad(M/RadM) = 0(8.2. 4 定理 ?一 /Ra 是 半 单 的 (由 8.3.2 
定理 (2) ). 

当 Ms = Rs 是 阿 丁 模 亦 即 КЖЕ ААН Т УЕ, 由 上 述 推论 得 知 ， 
作为 右 R- 模 ，R/RadR 是 阿 丁 的 且 Rad (R/RadR) = 0, FEU 
R/RadR 是 半 单 的 . П 

值得 提请 注意 的 是 ,由 8.3.1 定理 (6), Каак, É R ÉJ WZ BT 
理想 .当然 R, = R/RadR 作 为 右 及 - 模 是 半 单 的 . 但 由 6.2.1 定 
M, 也 是 半 单 的 . МЕН 8. 2. 4 定理 及 侧 的 对 称 性 推 知 

Rad(,R) = Rad(R,). 


$8.4 Ж 的 Ж 


Жл ж Н жї ЕАР АЈАГ ВК КОЁЛУ НУ 

sx 
Rad(R,) = Каа(,К) 

推广 到 任意 合 么 环 用. 

为 此 先 证 了 明 以 下 引 理 . 

8.4.1 引 理 Уу 4\К„, РИТ, 

(1) AS Rpg; 

(2) A<4Rad(R,); 

(3) Має ALi -a ER ДИЙЛИП 3 ЄК, 使 ағ = 15. 
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(4) ас 411-91 K HAN 823ú3. 

ШЕ, (1)=>(2)s 由 根 的 定义 知 。 

(2)=>(1);, 由 8.3.1 2EPE(3)38 Rad(Rs) Re 再 由 i 1.3 - 
ЛЕО КЬ, 

(1)=(3), YrER 有 H ат+(1-а)г=т, 从 而 得 4+(1 -OR 
=R, Н АК, (1-0) К= К, (3) ВУ, 

(3)=>(4) (1 -a)r = 1, г =1+0ғг= 1 (ағ). {НЩ -ar 
CA, k 3s€ R узе [1- (~ ағ) 15=1 (由 题 设 条 件 (3))。 于 是 
r 既 有 (1 - о) ЕА, ХН s {ЕЗ P R АН 

1=rsAC1-ayr=1=>(1-a)=(1-a)r= s, 
йт (1 - а) Ву, | 

(4)=>(1), V B=. RL £ A + B= Rg; M| 3a C€ AA ВЄВ {1 
=a+b, JX fü ó =1-—a, HARU), IrER 使 br= а ~) r=1 
€ Br, А B= К, АУК, Ü | 

Ж. (1) 明显 地 ,在 8.4.1 引 理 中 把 右 改换 成 左 , ИЕЛИ. 

D 其 有 性 质 (3) 的 下 的 右 理想 A 称 为 拟 正 则 的 

8.4.2 定理 Rad(R,)=Rad(,R). 

ЙЕ; {Е 8.4.1 引 理 中 , 取 4= 有 ad(Ras)，, 这 时 (2) 成 立 , 从 而 (4) 
亦 成 立 ， 但 8.3.1 定理 (6) 断 言 ,Rad(Rs)= 有 4 是 双 面 理想 ， 故 在 
.8.4.1 引 理 中 把 右 换 成 左 ,4 = Rad( Ro EEEO у. 从 而 (1) 中 
把 Rs 换 成 eR 亦 成 六 Rad(Rs) = AS R, ,gz8BBRad(R,)<4Rad(, R). 
由 上 面 的 注 (1), 当 然 有 | | 

Rad(,R)v4Rad(R,). D 

3.4.5 定 多 Каак; =Каа(Ё„)=Кад‹(„Ё). 

对 一 般 环 R 来 说 , К/КааК 未 必 是 半 单 的 ,例如 R=Z. 因 
RadZ=0, 故 Z/RadZ = Z/0 = Z4%< Ey. z BS. 
然而 , 究 竞 哪 类 环 R gp dë R/RadR 是 半 单 的 ? 让 我 们 看 以 下 
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8.4. 4 定理 EA R 使 R/RadR 是 半音 的 , 则 

(1) 每 个 单 右 ( 相 应 地 , 左 )R- 模 必 同 构 杆 厂 (相应 地 ,. 左 ) R- 
模 R/RadR 的 一 个 子 模 ， 

(2) R/RadR 的 块 数 有 限 , 且 等 于 单 右 ( 粗 应 地 ， в-во 
构 类 的 类 数 . 

ШШ: (1) H 1.2.4 引 理 , 单 模 必定 是 循环 寞 ， 而 循环 模 My= | 
mR LEER: 的 满 同 态 像 ,从 而 Mas 兰 R/ As. 而 今 Ma 是 单 的 > 
i Aa DEE Rs 的 极 大 子 模 , 从 而 RadR、*A4.， 于 是 

M= R/A= (R/RadR)/(A/RadR). u 
Н В; = R/RadR 是 半 单 的 ,大 А; = A/RadR 是 及 的 直 和 项 ,于 是 
有 ВаВ, W Ra = AOB, HIER 

| | B= R/ A= M}. 

(2) #E Š 2.2 中 所 描述 的 基 环 的 更 换 的 技巧 中 已 知 ， HR 
>R =R/RadR WAS. W R- Br 的 子 模 与 ~ 模 Ёз 的 子 模 是 
重合 的 , HE Ks 的 两 个 子 模 R-RE AATE R-E. 
Н 6.2.6 推论 可 推出 (2). D 

在 8.3.1 定 理 中 ,对 任 一 人 - 模 M ,有 

MRadR RadM 

”下 述 定 理 给 出 了 确保 逆向 包含 的 充分 条 件 . 

8.4.5 定理 + R/RadR 是 半 单 环 ， 则 对 任 一 模 Ms, 有 

(1) RadM = MRadR. 

(2) SocM =ly(RadR);: = (mC MIMRadR = 0). 

证 (1》 因 (M/MRadR)RadM =MRadM/MRadR=0, H. R 
->R/RadR 是 满 同 态 。 故 R-E: M/MRadR 可 视 为 R/RadR- 模 ( 参 
见 82.2 基 环 的 更 换 ). 这 时 , 它 的 R- 子 模 与 R/RadR~ 子 模 是 一 致 
0. 16.2.2 推论 ,作为 半 单 环 R/RadR- 模 M/MRadR 必 是 半 单 
的 ， 再 由 8.3.1 定 理 (1),Rad (M/MRadR)= 0. 由 8.2.4 定 理 
(2) 推 知 RadM\ MRa dR. 再 依 8.3.1 定理 (2), AGE ЛЕ, 
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KOORE. 

(2) 由 于 SocMaMg, MC), Mge 也 可 视 为 R/RadR- 模 ,并 且 
作为 半 单 环 R/RadR- 模 也 是 半 单 模 , 当然 作为 R- 模 也 是 半 单 
HJ, 由 38. 3.1 定 理 (1)， 

RadM = Rad( M/RadR) = 0. 
而 SocM 作 为 M, 的 子 模 以 及 Ma/RadR 是 半 单 的 . 由 8.3.1 定 理 
DEC), 
SocMRadR~sRad(SocM) = 0. 
从 而 SocM<41,(RadR), 57 18,/,(Каар) 同样 是 半 单 R- 模 ,而 
HÆ M, BJ T Ez, k l (RadR)<<2SocM (H 8.2.3 HEI (2)), BF 
以 SocM = (RadR), ` D 

8.4.6 定义 Ж КЕСЕ) FEE А {Ет £ HJ: <> 
V a€ A, Эп NC = 070, 382280; <> 3n€ N[A*=0]). 

8.4.7 推论 

(1) АИИ 32 m RD E pe pada. 

(2) PS OPE S B ABO 15 ЕЗ BAB. 

(3) # Ks 是 诺 特 的 , 则 每 个 双 面 讶 零 理想 都 是 塞 零 理 想 . 

Ш, (1) ЖЖ. 

(2) 令 А,В |а ЖЕЛЕ, KAEB HAZ m K. n BE Am 
=0= 4, 我们 断言 (4+B)"*=0. XE, Va C A, Ь,ЄВ,і = 


m + s 


1,2 |° | mtn, 可 将 乘积 | (a, + 6,) 依 二 项 式 定理 展开 成 m+n 


个 因子 的 乘积 和 ，, 其 中 每 一 项 因子 的 个 数 都 是 加 +# 个 ,或 至 少 含 
m 个 А [Куу ж АЗЕР Е nA BETE, KEFE A+B)” 
= 0. 

(3) Q N RRRA R, 的 双 面 谓 零 理 想 , 故 V aC N, jnEN 
18 а" =0, 从 而 (aN)*=arN=0, 亦 即 aN REFN 中 的 一 个 寡 堆 
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石 理想 .由 题 设 Rs 是 诸 特 的 , 故 AF N 中 的 寡 零 右 理想 类 中 й 
ARRET. Ф 女 是 其 中 一 个 极 大 元 . 不 妨 设 如 = 0, 但 由 本 推论 
(2),4 实 际 上 是 含 于 六 中 的 最 大 赛 零 右 理想 .， VIER, H +A 
NAN, B. 


С) = *(Az)"AVaz An'A= 0, 
故 *4 也 是 含 于 МЕНАН. 由 ARRIE, AA, 
从 而 4 实际 是 及 的 双 面 理想 ， 
以 下 我 们 嗓 言 4=N, 从 而 证 实 (3) 成 立 . 
事实 上 ,已 知 4、4N, 故 只 需 证 逆向 包含 N+4， 假 车 A= N, 
则 5EN 但 5E4. 于 是 ,可 选择 上 述 5E N\A, 使 
rR(b, A): = {rE R bre A} 
是 R, 的 极 大 右 理想 ( 因 R, 是 诺 特 的 ,这 样 的 2 必定 存在 )，V =€ 
К, zb € N 并且 显 然 有 
r (b, A) Argel, A). 
由 于 六 与 4 都 是 尺 的 双 面 理想 ,这 时 有 下 述 两 种 情形 ， 
(а) xDE4, 则 有 rs(2,4) =r Gb, A). HF х5 Ж =, 
JAREN {Ë (rb) CAED 16 A, 于 是 又 有 
| „(Ау =rgL (хЬу* ,AID (хь) 
从 而 推出 bb) C A. | 
(b) х26.4, IEA b (xb) C A, {Ж 
(bR>°= {brby e NyE RAA, R ma An = = (). 
ВРК 是 全 于 rHfJ— 32644 BAR, H 4 的 最 大 性 质 推出 bk 
UA, JRE b C A, 这 与 当初 5 的 取 法 矛盾 .0 
8.4.8 定理 KK 的 每 个 ( 单 侧 或 双 侧 ) 讶 零 理想 都 被 包含 于 
R 的 根 Каак, | 
W: VAR: Н 418287, Z aC A,an=0. 于 是 
(1+а+а? +... +0%7) (1-а) =1-а" 
= (1-2) (1+а+а +... +anly=1, 
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ЖЕШ (1 — a) УЕ. 由 8.4.1 引 理 , АЕ, A 
A RedR | 
下 面 让 我 们 考察 阿 丁 环 的 根 有 何 特性 . 
8. 4. 9 定理 ”Rs 是 阿 丁 的 之 Rad& EREA. 
证 ， 为 简化 记号 , 令 0: = Кейк, В Ra 是 阿 丁 的 ， нвн 
Рк UN U”. Ua J... 
是 稳定 的 , 亦 即 存在 n€ N 0" =Ur*', yn €N. 以 下 只 需 证 明 
О"=0 9. BEFRA, U"=0, Д 
Г: = {ААК А А0" 50 } 


是 环 R ШИЖ. PUCP Гаж 0. ШРК, 满足 极 小 
条 件 , 放 存在 极 小 右 理 站 A € T. TE 3 a, C 如， 使 2.0" 20, 而 
a RUn= 0. Pa Ra A... Н 4; 的 极 小 性 推出 a. K = A. XW U 
是 双 面 理想 ,从 而 

aRUr = a, RUU" = a, UUn = а" Y 


Н 2,Охла,К = 4 再 依 А, 的 极 小 性 得 U =a k= 如， 又 因 Rr 是 
有 限 生成 的 且 U = Кааб, H 8.3.1 定理 (4) ( 即 中 山 正 引 理 ) 知 ， 
a,U =a RUWa R, F ti a Usa R, FE.. 0 

8.4. 10 推论 

(1) А, гт Вайк E ë Куж àE <= +. ERD 面 理 

(2) RR 是 交换 阿 丁 环 坟 RadR 呈 Р 的 全 部 塞 零 元 内 的 集 . 

(3) K, 是 阿 丁 的 > 对 每 个 模 M, ® М ё 

RadM = MRadR Ma 或 RadM = RadRM 'Z,M. 

ШЕ. (1) 由 8.4. 9а, Каак ЈНН КО Т ЖЖ 
HRERS F RadRrn (8.4.8 ЕШ). 

(2) TA Кабк ус RR 3 pu. 反之 ，V a€ RE 
FE Ш 36 € N Bš an=0, Ж REXI, 
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© aR)" =а*Ё" = anR = 0R = 0, 
з ас оК a Rad(R), 

(3) Ш 8.3.3 推论 及 8.4.5 定理 推 知 , RadM = MrRadR. 相 应 
jt, RadM=Rad(R)pM. 再 由 8.4.9 定 理 知 RadR 是 КАЯН 
18, 3563 使 [Rad(R)1"=0， 于 是 V UaMi， 

M=U + MRadR, 
通过 以 UT+ касканы иннин 一 了 了 次 以 后 得 
M=U + M(RadR)'’ = 
w MRadR м, 对 左 R-~ 模 M ASANA [] 

8.4.11 定理 令 R/RadR 是 半 单 的 且 Ка4К ЖЖ], ДЈ 
任何 模 Ma 下列 命题 等 价 ， 

(1) M, E FJ T BS: 

(2) M, Jë ИЕН» 

O M, 具有 限 长 度 . 

(对 模 M, 类 似 等 价 命 题 亦 真 ) 。 

Е, НО) /\(2)<=>(3), 故 只 需 证 明 (1) =»), ЖЇГЇ. 
记 法 , 令 U: = Каак, е 

e(M):=mintüš€ NAMU*!= 0). 
由 题 设 , U 是 每 等 的 , 故 “(CM) 是 存在 且 唯 一 确定 的 。 对 于 Mp=0 
来 说 , 命题 等 价 性 是 目 明 的 ; 故 设 Ma 到 0。 以 下 对 elM) 进行 归纳 
i, UEH) <> (2), 

еМ) = 1， 亦 即 MU = 0， 则 通过 定义 

т(7+0):= т, YrER,mEM 
M, 可 视 作 R: = R/U- 模 ,其 中 R- 及 Р-н АШ. AAH 
Юж В ЖЕН, й Mr жаан 6. 2.2 推论 ), 同时 (1) 合 
(2) (由 6.1.6 Æ), 

假若 对 e(M)=< kÉ V M, z 0(1) <=> (2) E EZ, 以 下 对 e(M) = 
k+1 E V Ms 了 天 0, 米 证 实 (1) 2). 
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Rk, e(M)= къ 12е(МОв) = 1, 5, 因 (M/MUr)U*= 0, 
所 以 eCM/MUs) <k, FE; E M, 是 阿 丁 的 (相应 地 , 诺 特 的 ), 则 
”由 5.1.2 定 理 , MU: 及 М/МО 两 者 也 是 阿 丁 的 (相应 地 , AI НӘ. 
但 由 前 面 归 纳 法 的 程序 已 知 , MU: 及 M/MUt 两 者 也 是 诺 特 的 ( 相 
应 地 , 阿 丁 的 ) Е 5.1.2 定理 知 , Ms 是 诺 特 的 (相应 地 , MT 
的 ). П | О 
8.4.12 推论 (1) Ж R, 是 阿 丁 的 且 M, 是 阿 丁 ( 相 应 地 , 诺 
Ry) 的 , 则 Ma 是 诺 特 (相应 地 , Pal T > BS. 

(2) Ж Rs EMT KI, 则 K, SET BS, | 

(3) # R, 是 阿 丁 的 且 „Ё 是 诺 特 的 , 则 „К BENT 的 . 

uE, (1) 由 8.3.3 推论 知 , R/RadR 是 半音 的， 又 由 8.4.9 定 
理 知 ，RadR 是 每 零 的 .于 是 8.4.11 E TENIR silika (1) 
<=> (2) 表明 本 推论 (1) 成 立 ， 

(2) 只 需 把 (1 中 的 模 M, 取 作 Rs 即 得 (2) 。 | 

(3) 只 需 把 8-4. 11 定理 中 Ms WIE R B). D 


585 有 限 生 成 与 有 限 余 生成 模 的 刻 划 


在 $1.3 中 曾 对 有 限 生成 及 有 限 余生 成 模 作 了 初步 介绍 , 并 
在 $ 5. 1 中 用 它 来 刻 刘 诺 特 模 及 阿 丁 模 。 现 在 , 我 们 有 可 能 提供 进 
一 步 的 刻 划 . 

8.5.1 定理 M, 有 限 生成 当 且 仪 汪 M/RadM 有 限 生成 并 且 
RadM M. 

证 ， 之 : 令 М, 是 有 限 生成 的 则 Ма 的 满 同 访 像 M /RadM +B, 
是 有 限 生成 的 且 RadMz M(H 8.3.1 EHG). 

<, M/RadM 是 有 限 生成 的 且 RadM"ZM=>M/RadM Б = 


Жин! = 1, о, е, n), 其 中 z= х, + RadM>M = SaR 


t= 1 
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RadM, BEL RadMYM, M= > wmR 为 有 限 生成 的 ， 1 


8.5.2 推论 模 Ma 是 诺 特 的 当 且 仅 当 VD 使 得 
(1) U/RadU 是 有 限 生成 的 ， 

(9) Кад“, 

证 :由 5.1.2 和 定理 (TI) 及 8.5.1 定 理 立 得 D 
8.5.5 定理 对 任意 非 零 模 Ma, 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) М» 是 有 限 余 生成 的 

(2) SocM 是 有 限 余 生成 的 且 SocM Me; 

(3) 对 人 的 一 内 射 包 кыд 


1(M) = фо, 


此 处 每 个 О, 都 是 某 单 R- 模 的 内 射 包 ， 

ШЕ: (1) > (2)。 由 于 Ma 是 有 限 余生 成 的 ， 故 它 的 子 模 亦 是 
有 限 余生 成 的 (由 定义 知 ). 而 为 了 证 实 SocMMs, 只 需 证 明 
Y 0 关 U、sMa 骨 含有 一 单 于 模 , 从 而 U N SocM-= 0 即 可 . 

为 此 , 令 

Г = {0050,30}, 
HUET, KT TAD, ШНА 44E Г 的 序 关系 , 亦 即 
USU; <=>0  4U,, 

而 令 4= {4 EJ} 是 工 的 全 序 子 集 , 则 可 证 明 


D:= {|4, 


JEJ 


ЖАЛЕ ГАЈ ЕН, 和 而 这 只 和 需 证 明 DA 即 可 . RE D=0, 

则 由 Ms 的 有 限 余 生成 性 知 ,必然 会 有 有 限 多 个 4, 使 得 它们 的 交 也 

等 于 零 。 又 因 4 是 全 序 集 , 故 这 有 限 多 个 А, 之 中 必 有 最 大 元 (在 

了 的 序 的 意义 下 ) , 亦 即 在 集 的 包含 关系 中 的 最 小 元 4, =0， 但 这 

与 4,.E 了 相 冲 突 , 故 DET， 由 佐 恩 引 理 ,TT 中 必 含 极 大 元 Ш.Х 
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个 极 大 元 U, 实际 是 在 集 包 含 关系 中 的 极 小 元 ,换言之 ,Uo 是 0 的 
单子 模 ， 至 于 SocM 的 有 限 余生 成 性 是 明显 的 
(2)=>(1); 为 了 证 明 M, 的 有 限 余 生成 性 , 令 


€ T 


Б 5oc4 4， Ў f SocA,= 0. XH SocA SocM ‚ В SocM 是 


ААИ, 履 存 在 有 限于 集 hcC1, 使 站 зова, 0. 于 是 ， 


y AaM ,SocA= AN ЅосМ. (由 Soc 的 定义 ) 
由 此 推出 


0= N Soc 4, = [)‹&п5оему- (П 4) пзосм, 
$€ J, - 


tél. 
因 ЅосМҹм, iò) A=0,3FBD M, OG 


(2) => (3), 4 10М) 是 M, Вр РА MaM). 因 ЅосМ 
MA0, АТ 80сМ 0, 而 由 SocM 的 定义 知 SocM 是 半 单 的 ， В 
Н 6.1. 6 6 定理 ?可 令 


Soc (M) = Е,ФЕ,Ф--ФЕ,, 
HHE 是 单子 模 。 又 令 9， 是 Е, 的 内 射 包 ， 由 4. 1.7 推论 ， 


>;9, = o.. 
Ф EA4MCAI(M) „0, = IED 1(M) ,于 是 的 ,本身 也 是 内 


射 的 而 且 是 1(M) 的 一 直 和 项 ，@ 再 由 第 四 章 练 习 1(2), 又 因 
SocMYM B. MI(M)， 故 SocM\21(M)， ATIE 4.1.5 5] (1) 


BOLYIM. HONORA 个 9- IM). 


f = 1 
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DSD: RARR МАМ) = о, B i + Eg 


= КЕ). hF EYO W E, E О, 仅 有 的 一 个 单子 模 。 由 8. 2. 5 E 
理 (3) ， 


Soc(1(M)) = @зос‹оә = Өк, 


又 因 МУМУ, MV i= 1 2 n EN M. 出 于 OM Rr п Ай. 
FR E =1,2, n), ЖМ BRE n TATIR Ё, W 


SocM = © E,. 


由 6.1.6 定理 知 , SocM 是 有 限 余生 成 的 ， 最 后 , 由 于 SocM = 
E, 1м) = Фо, EY ‚= Ep. 从 而 SocMZI (М) (由 


ix 1 


4.1.7 推论 ) ， 亦 即 SocMYM( 由 4.1.5 引 理 ). 0 
R 8.5.4 论 推 模 Ms 是 阿 丁 的 当 且 但 当 对 每 个 商 模 M/U, 
(1) Soc(M/U) 是 有 限 余 生成 的 ， | 
(2) Soc(M/U)X'M/U. 
证 ， 由 8.5.3 定 理 .6.1.6 定理 以 及 5.1. 2 定理 推出 0 


S8.6 МТУ 


本 节 , 我 们 将 看 到 通过 基 环 上 内 射 模 分 解 这 类 外 在 性 质 对 基 
环 本 身 的 特性 作出 肇 划 的 成 功 尝试 ,其 主要 结论 是 ， 
86.1 定理 (I) 下 述 条件 是 等 价 的 ， 
(1) R, 是 诺 特 的 
(2) 每 个 内 射 模 Q, 都 是 直 不 可 分 (内 射 ) 于 模 的 直 和 | 
“(了 I) 下 列 条 件 也 等 价 ， 
(1) Rs 是 阿 丁 的 (自然 也 是 诺 特 的 )3 
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(2) 每 个 内 射 模 Qr 都 是 单 R- 模 的 内 射 包 的 直 和 . 

W: (DEADS DEH 5.5.7 定理 完成 了 ,以 下 只 
对 ( 卫 ) 的 (2) 坊 (1) 作出 证 明 . 25.1.2 定理 (I) 得 8.5.4 推 论 ， 
我 们 只 需 对 R, 的 任 一 商 模 М,: = R/4 证 明 其 满 足 8.5.3 定理 的 
条 件 (3) , Bg 


КЕ/ А) 一 Со, 
O int 


其 中 О, 是 单 R- 模 Е, 的 内 射 包 . 
AX R/M Z К/А RAKHE, W R/A 人 a1(R/A), BRE) 
(2), 可 令 


‹Е/ 4) = 0,, 


此 处 每 个 0, 都 是 某 单 R- 模 E, 的 内 射 包 . 
”因为 R/4 是 循环 模 R, 的 满 同 态 像 , 故 其 本 身 RM/4 亦 是 循环 
R- 模 ， 所 以 R/ AV I(R/ Ау = 81 只 包含 在 有 限 子 和 中 , 亦 即 存 


在 有 限 子 集 1,CI, 使 得 
下 /人 Do.. 


f€ I, / 


因 R/AS'I(R/ A) Ww CDo;Z r R/ A= oos AMEB 


€ T 


I(R/ A) = Фо. 
ЕІ, 


至 于 (I ) 的 (2) 过 (1), TREDE RT I A H Krull- 
Remak-Schmidt 分 解 唯 一 性 定理 , KAK, 读者 可 参见 F.Kasch 
的 4Modujles and Rings》 一 书 ， 中 


% 5] 
П.А R, РЯ, 
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(1) (1) VM,,Rad(M,) SM; 
(2) 不 存在 Mr: +04% Rad(M,) = M 
(H) G) VM,,Soc(M,) Y Mpe; 
(2) RË £ M,==0 使 Soc(M,) = 0; 
(9) фа R- 模 MM， SocMSY M. 
2. (1) 设 SocM Ba Me 人 4E MNB, #0, #Ra8s #o CYM Ф 
ВС Хасс. 
(2) 证 明 ,SocMuaBa aM, >B = Пс 


ваў м” | 
(8) фе 98, ЅосМч МЛ Soc(M/ AY Му А> АХАМ. 
3.V Ms， 证明 下 列 命题 等 价 ( 与 8. 3.2 定理 (2) Ш), 
(1) Mr ARRE Rad(Mp) = 0; 
(2) MR 是 有 限 生 成 的 且 是 半音 的 . 
4. REEDER 尺 , 下 列 命题 等 价 ， 
D F-E R- Ж (М, СГ, 


Soc( Ти, )= [| | $ос(М,); 


£ € 1 iE f 
(2) 半 单 右 R-E 544 7 Ж AAE R-#; 
(3) 每 个 无 根 右 R-4 (GF Ep Rad (Ms) = = 0) M, ж-з, 
(4) K/RedR Z Fi, 
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附录 ”模范 畴 简介 


Н 1945 年 以 来 ,范畴 理论 已 经 发 展 成 一 个 新 的 独立 分 文 ， 这 
一 理论 不 但 在 促使 新 的 思维 方法 的 萌生 方面 能 起 重要 作用 ， mH. 
也 能 帮助 提高 对 数学 的 总 体 洞察 力 ， 它 的 作用 在 于 有 可 能 从 不 同 
的 数学 分 又 提 取 重 要 概念 与 研究 方法 ， 从 而 促进 综合 与 统一 的 开 
发 ,尤其 有 可 能 对 不 同 的 数学 结构 的 共同 属性 提供 统一 的 阐述 . 

本 书 正 文中 涉及 模 的 总 体 性 态 的 场合 ， 曾 使 用 模范 畴 这 一 时 
Жии, KZ Br P: w, 是 因为 在 现代 模 论 中 ， 已 广泛 地 使 用 
着 范畴 代数 的 术语 及 记 法 . 

为 方便 读者 查考 ,这 里 就 模范 畴 最 基本 的 概念 作 一 简介 . 我 
们 假定 读者 已 熟悉 集 与 类 并 能 恰当 地 区 分 它们 ， 类 可 由 概括 公理 
яле, АЕА А ЕГО Ж, 而 集 必 须 是 这 样 的 
类 , 它 本 身 应 当 是 某 个 类 的 成 员 . 

1. 定义 | 

BT Ta — Yu, B$ 玉 指 的 是 由 对 象 类 GEE Obj К), 9% GBE 
Mor ，)) 以 及 态 射 的 合成 。 这 三 者 有 机 组 成 的 数学 实体 ， 更 具 
体 地 说 ,对 K 的 任 一 对 对 象 (4,8B) ,都 唯一 确定 一 态 射 集 Mor(L， 
B) ,使 得 

(1) V (4A,B)A#(C,D)=—>Mor(A,B) NMorC,D)= @, 

(2) 对 K 的 任 营 三 对 象 (4,B,C) ,存在 一 映射 

о: Мог(В,С) x Mor(A,B)—: Мог(А,С), 
使 得 YaEMor(4， В), В CMor(B,C),y C Mor(C, D), 有 
ye (Pora) = (у°В)°а, 
(3) WK 的 任 一 对 象 4, 存 在 la€ Mor(A,4), 使 得 
V aEMor(A,B),a°14= а = 1p°0. 
为 简化 记号 ,在 不 致 引起 混乱 的 场合 ,常常 略 去 态 射 合成 的 记 
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5” ,并 采用 更 加 简化 的 记忆 
AEK:<—>AEObIK, 


a E K: >a C MorK: = U Мог(4, В), 


a:4—>B 或 4。 В: «ә аСМог(4, В), #k 4 为 态 身 
А.В 的 源 Gü 4= Бота), ВБА As , B HI (10 B= 
Coda) ,而 14 便 称 作对 象 4 的 恒 等 态 射 。 

一 态 射 h 4 一 > 了 称 作 同 构 , 如 果 有 一 关 态 射 fr, B— A, 
使 f/fj=14 且 ff 人 = 15. | 

如 果 态 射 了 有 道 态 射 , 则 必定 是 唯一 的 , 故 将 了 的 逆 态 射 记 作 
f. ЭХЕ, 也 是 以 了 为 道 态 射 的 同 构 ， 

2. 例 

(1) 集 范 畴 S, 其 对 象 类 由 所 有 的 集 组 成 ,其 态 射 即 两 集 之 间 
的 通常 映射 , 态 射 合成 也 就 是 通常 的 映射 合成 ， 

(2) 群 范畴 G, 其 对 象 类 由 所 有 的 群 组 成 ， 其 态 射 即 为 通常 的 
群 同 态 , 态 射 合成 即 同 态 的 合成 ， 

“(3》 阿 尔 贝 群 范畴 A, 其 对 象 类 由 所 有 阿尔 贝 群 组 成 ,其 它 同 
范畴 G. 
(D 环 范畴 R, 其 对 象 类 由 所 有 的 环 组 成 ,其 态 射 即 环 同 态 ， 
合成 是 映射 的 合成 . 

(5) 含 乏 元 的 环 范畴 R*, 其 对 象 类 由 所 有 含 么 环 组 成 , 态 射 
即 是 保 么 环 同 态 ,合成 是 映射 的 合成 ， 

(6) Ж R+- 模 范畴 Mp* ,其 对 象 类 由 所 有 右 R*- 模 组 成 , 态 射 
是 R*- 同 态 , 合 成 即 映射 合成 , 

(7) 单独 一 群 G 也 可 看 作 一 范 了 里 G, 其 对 象 类 即 由 HA 
抽象 符号 * 组 成 , 亦 即 ObjG = {*}， 唯 一 的 态 射 集 Мог(а, ж): 

G ,而 态 射 的 合成 就 是 群 G 的 运算 ， 
(8) E-A FRM, <и ВМ ,其 对 象 类 ObjM 
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: = M ,其 态 射 集 为 ， VBEM， ` 

2, = AKB 

14<В}, 4 А<В. е 
WAHR Mord, DREZE, лвла <В), тй 
合成 是 


Mor(4,B): -Í 


(В<С}е{А<В}: = {A<C}, | 
в: = @ | 
而 4 上 的 恒 等 态 射 14= (A< AY Є Мог(4, 4), 
保 结 构 映 射 这 一 思想 扩展 到 两 范 晓 之 间 就 是 所 谓 的 沪 子 .， 
5. 共 变 与 反 变 函 于 
— ВК 到 范畴 L 的 共 变 (相应 地 , 反 变 ) атана ва 
对 F: = (F, F u) ,使 得 
I. Fo:Ob K-— ObjL, 
П. Fy:MorK——>MorL. 
ЗЕН. 8: 
(1) Va C€CMorK[a € Мог(4, В) 
| = =>F y (a) СМог(Е,(4),Е,(В)] 
(相应 地 一 > Fu(a) € Mor (Fo(B) ,Fo(4)). 
(2) VACObJK[Fy(C14 = 1ко‹л›1. 
(3) Va,BC MorK[Coda = от | 
=F y fa) = 一 Falp) FuCo)] 
GRX H => F upa) =F ula)F ulh). 
4. 函 子 的 合成 
EF E YD Коюу Бе L бш, EWB L СВ P И 
子 , 则 定义 
GF: = ((GF)o= GoFo, (GF) u= GyF м) 
ВЕ — СВЕ K 到 范畴 PRAT, RAFT GF 为 函 子 了 与 函 子 
G 的 合成 (或 积 ). 
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易 见 ,两 共 变 函 子 的 积 仍 是 共 变 函 子 ,而 一 共 变 函 子 与 一 反 变 
函 子 的 积 却 是 反 变 函 子 。 

Б. 函 子 的 态 射 ( 即 自 然 变 换 ) 

Ф F: K>L K G: K> L 是 两 共 变 (或 反 变 ) ВР, 所 谓 函 子 
的 态 身 o: F— G 指 的 是 一 态 射 族 

p:={palpa CMor,(F(A),GO(AD)AA6CK),. 
使 得 VY A,BEK K VacMor(A,B),# 
С(а)ф„=фвЁСХа), 


JPEE 
Е(Ау 4 GA 
} to) | 
| |: 
F (a) | G (a) 
{| 
Е(Ву— Ys .>»G(B) 


可 交换 ,其 中 坚实 箭头 表示 其 变 展 况 , 竖 虚 箭头 则 表示 反 变 情况 . 
此 外 ,op4 НУТ F,G 以 及 对 象 4 有 有关 而 与 态 射 a 无关 . 

ЖУ AEObJK,gu Е, фт F ST G 的 同 
构 ( 或 自然 等 价 )。 

若 函 子 F:K>L 及 函 子 G:K->L 之 间 有 一 态 射 同 构 , 就 称 
这 两 函 子 与 G 是 同 构 的 ,并 记 作 РЕС, 

6. 范畴 的 等 价 与 同 构 
| HAVANE K, L, FERT F:K>L ERF G: L— 

以, 使 得 О 

GF=1, 日 ЕС=1,, 
此 处 lz EWR Кар ЖШН 2258 7, ФПИ # Y We K 5 L & 
fr. 

易 见 , 范 晓 的 等 价 具有 自 反 性 、 对 称 性 及 传递 性 ， 
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“7. 模 范畴 的 两 个 重要 函 子 Hom 与 @ 
S SESER, M EES-A, Z 是 整数 环 . 
(1) 7 Homs(M,。):sMod-- 一 >zMod 是 一 个 由 左 SRE 
ВЕ „Моа 到 左 2-0 „Моа 的 上 映射 对 
Hom,(M, .), N—>Homs(M, N), 
Homs(M, ，。)， o—>o*, 
此 处 VBEHomsCM,N),o*(p)=op. 
(2) 7 Homs(。,M)，。sMod 一 >zMod 是 一 个 由 左 5- 模 
范 骑 „Моа 到 左 Z- 模 范畴 ¿Mod 的 映射 对 . | 
Hom( • ,M); #N—>Hom, (N, М), 
©- Hom(。,M); 0—>*0o. 
此 处 VBEHoms(P,M),*o(B)= Po. 
不 难 验 证 ,沙子 Е, = Hom(M, OA FANE: 
DEHRA; 
包 保 态 射 的 和 , 即 Fa + В) = Fla) + Е(В); 
@@ 保 模 的 直 积 , 即 ЕСПИ,) = IIF (M,) : 
由 是 左 正 合 的 , 即 把 每 个 左 正 合 列 
0—>N_* Р? 0 
变 为 左 正 合 列 
0—>F(N)” .,F(P) 2. F(Q), 
并 且 当 „М 是 投射 模 时 , 函 子 Е, = Homs(M,。) PRESK. 
А С. = Нот, ( • ЕИ, 
OEREN 
包 保 态 射 的 和 ; 


@@ 保 模 的 直 和 , 即 COM) = PEM): 


把 每 个 右 正 合 列 
N ,P ,0— 30 
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变 为 右 正 合 列 
0—>G(0) ССР) >CCN)， 
并 且 , 当 sM 是 内 射 模 时 ,G; = Homs(。，M) 是 保 正 合 的 . 
令 Ms 是 右 S-I | sN 是 左 5—1, | 
(3) M@s(。) 是 范畴 „Моа 到 范畴 „Моа HRTF, 
МС): sN— MQ@QN, V sN€ , Mod, 
M@( .): о—э>®0; = 1 о, YoEHoms (N,N), 
此 处 “So (Emin) = Ўт, о(п,), Ут, EM, n EN, 
(4) CQN EWA Mods 到 范畴 Mod; WAT. 
( .)@N, M.—>MQN, V MsEMods, 
( .)@N, о——>о®, =o@1,V e€ Homs(N,N), 
此 处 oem Rn) = о (m) @n,, V m, EM, n, EN, 
E K, = M@(。) 及 函 子 L=(。)@N 有 下 列 性 质 : 
人 两 者 都 是 共 变 的 
四 两 者 都 保 态 射 的 和 ; 
@@ 两 者 都 保 模 的 直 和 ， 但 不 保 模 的 直 积 ; 
@ 两 者 都 是 保 右 正 合 性 ,但 一 般 不 保 左 正 合 性 AS Mas 及 
N 都 是 平坦 模 时 ,两 者 都 保 短 正 合 性 , 亦 即 把 每 个 短 正 合 列 变 为 
短 正 合 列 . 
з. 模范 畴 的 等 价 
作为 实例 ， 我 们 提供 两 个 特 丈 的 模范 畴 等 价 性 的 简要 证 明 . 
EE 令 R 是 含 么 交换 环 ,8: = (Р), ЖК Еп ЕШ, N 
模范 畴 „Моа Б ЕЕЕ Mod, 等 价 . | 
证 :事实 上 , 由 范畴 „Моа 2]ў58$ Моа, 有 一 共 变 函 子 Q: = 
Ноюь(Е, ·), ЖЕ=КФ жЩ R k nx 1 REEI ARAYE R- 
模 ， 由 范畴 Mods 到 范畴 ,Mod 也 有 一 共 变 函 子 $; = Ною, (F*， 
。) ,此 处 F* = Hom: (К, R) ZI Р AHB (ИЕ АХ), 
以 下 证 明 %2p =, фр 1, ДЕ 1,757 916759 Mod 及 Mods 
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的 恒 等 函 子 ,从 而 证 明 范畴 „Мой 与 范畴 Mods 等 价 . 
为 此 令 M 是 模范 畴 aMod 的 任 一 对 象 ,于 是 
MIMm 9 МЕ,, = { (т, 0 0 )Im C M)= M. 

改 ди: М->ўрМДЕ „М 到 模 %paM 的 模 同 构 ， 
VmCM,gns(m)= (т, 0, 0), Vo CHoma(M,N). 

考查 下 图 ， 


M ом 
} 
Им Шм 


{ 
>ppN 


РФМ jpo 


RME V mC М, (ико) (т) = (о(т), 0,0) 1U 
ффонм(т) = рро(т, 0 ,. 0) 
= фо(т, O s, 0) Е = (о(т), 0, 0), 
W Амо = po ux RED Б 300, 

5211,4 Ms Æ Mods 的 任 一 对 象 ， 

М» ME, (CME) = ((miE, + MEDM EM}, 
以 上 En АЖЕ ЕЮШШ 1 行 第 1 列 是 11, ERE 0 ÉS "В. 
0 7а: Mpy M ER Ms 到 模 p% Ms 的 模 同 构 . V m € H, 

Wm) = (тЕ,,, ++ ЋЕ) | 
= (ME E119 s mEnE) Єр ЇЙ), 
Ус EHom,(M, N), ZETE ， | 


М. o N 
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RIA V m EM, (750) (т) = (z(m)E,,--- 0 (m)E,,) ;而 
ррсї,(т) =фўт(тЕ,,, mEn) 

= (@omE,,,-- spo mEn) = 0O) E , 7 (m) En) . 

履 750 = pT nu FEB К S, 0 | 


* 186» 


{{*=<° 
5; 
| 


s= m oN h x 


e 
1 Че 
Qy 


ACB 


主要 符号 说 明 


等 价 ， 当 且 仅 当 
定义 的 条 件 或 等 式 
同 构 


自然 数 集 


整数 集 


ЯЖ 


实数 集 


ШР 


a к b 
a MEER b 


AG 3 B w B 包含 4 


А ВЕТАР .- 


”4 是 8 的 真子 集 


A 是 8B 的 真子 模 或 真子 坏 


”4 不 合 于 8 或 B 不 包含 4 


A 不 是 B 的 子 模 或 子 环 
4 是 好 的 小 子 模 
4 是 8 的 大 子 模 | 


4 的 并 
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А A. АДЕ Ж 


А\В ` .8 对 4 的 差 集 或 余 集 
AxB 4 与 3 的 卡 积 

llu | 模 M, 的 积 

Ilu, EM AR 

Фм, 模 M, 的 直 和 

М“ I 模 M 的 对 偶 模 

Le( M) | AMIKE 

RadM MK CJacobson) ін 
Soc M 模 M 的 座 

М 模 M 的 特征 标 模 
EndM Кыр 
Нот, (4, В) AFB 的 自 同 态 加 群 
AQB 模 有 /与 8 的 张 量 积 
fos | ; Ë g 的 张 量 积 
Ker f EA В 

Coker f | 同 态 1 的 余 核 
Мат,(Ю) (К), © I R E п ВЕУ 
Im ў ”上 映射 的 像 集 

1, CRID 4 БАЈ ЇН S ph di. 
M/N | МЭРУ МАЧТА 
I( M) 模 M 的 内 射 包 
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